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AVVERTENZA 


Nou  pretendiamo  di  presentare  questa  operetta 
come  un  libro  di  testo,  ove  con  ciò  si  voglia  in- 
tendere un  trattato,  per  quanto  modesto,  di  Geo- 
metria; essa  non  è  altro  che  una  esposizione 
sommaria  degli  elementi  della  scienza,  atta  ad 
essere  ampliata  coli' insegnamento  orale:  o,  se  si 
vuole,  un  Manuale  da  adoperarsi  per  richiamo 
della  materia,  per  preparazione  ad  esami.  Abbia- 
mo addottata  una  divisione  della  Geometria  ele- 
mentare, che  crediamo  nuova  e  forse  più  meto- 
dica di  quella  che  ordinariamente  si  dia;  infatti^ 
mentre  il  presente  volumetto  contiene  i  principi 
della  Geometria  euclidea,  cioè  trattata  indipen- 
dentemente da  ogni  concetto  di  misura,  si  da- 
ranno in  un  secondo  Manuale,  intitolito  Geo- 
metria Metrica,  le  applicazioni  del  concetto  di 
numero  alle  nozioni  geometriche  contenute  io 
questo;  e  fra  queste  applicazioni  si  è  dato  posto 
anche  agli  elementi  della  Trigonometria. 
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1  N  T  li  (  >  1)  i;  Z  1  U  N  E 


I.  Ogni  (iualvolhi  noi  ei  rappresentiamo  un 
corpo,  pensiamo  nrl  tempo  stesso  che  uecessa- 
riamenle  qualche  cosa  è  fuori  ilei  corpo  niedc- 
sirao,  e  questo  j^iutlizio  quasi  inconsciamente' ri- 
petuto ad  ogni  nuovo  oggetto,  ci  conduco  al 
concetto  astratto  di  spazio,  concetto  troppo  sem- 
plice e  generale  per  potersi  definire,  cioè  ridurre 
ad  altri  concetti  più  semplici  e  più  generali. 

•II.  Isolando  col  pensiero  una  porzione  dello 
spazio  abbiamo  un  volume  o  solido  geomeirico. 
Ogni  corpo  solido  ci  dà  la  nozione  di  volume 
quando  astraendo  da  ogni  altra  proprietà  tìsica 
del  corpo,  consideriamo  soltanto  la  porzione  di 
spazio  da  esso  occupato.  Due  porzioni  contigue 
ili  spazio  sono  separate  da  una  superficie,  talché 
le  superficie  separano  i  volumi  dal  rimanente  spa- 
zio. Due  porzioni  contigue  di  superficie  sono  se- 
parate da  una  linea;  due  porzioni  contigue  di 
linea  da  uu  punto.  Ed  in  un  volume  si  possono 
immaginare  infinite  superficie,  sopra  una  super- 

PiSCHERLE.  1 


2  Inlrodiizioìif. 

ticiu  inlliiilo  linee,  so|>ni  uim  liiioii  iiiliuili  |>uiili; 
e  volumi,  suporfieio,  lineo,  sono  grainìvzzv,  i>ei- 

•  hè  in  ossi  può  c'oneopirsi  il  più  eil  il  meno, 
iilL'ulro  il  puniti  !i.m  ("•  una  L'-iaiiil«v/ii  Kiium-jc- 
reiiio  dunqu' 

I)i:m5Izio.>k  1.  I  volumi  sono  le  porzioni  (crniiimlc 
ilcilo  spazio. 

i.  Le  Miiperjìcic  sono  i  termini  dei  vuliiiiiì. 

3.  I.e  liticc  sono  i  toniiiiii  «Ielle  Hupcriicie. 

\.  I  punti  sono  i  leriiiini  •)•  !■>•  Iìim'<',  *•  non  liiiniiu 
(crundezza  alcuna. 

5.  I  coniple8.<(i  di  punii,  lince  l  aiipcrncic  dicon.si 
ftijurc. 

•  "■   La  Geonirlrin  ha  per  oggetto  lo  studio  delle  liguri". 

Ili.  L'esperienza  c'insogna  che  il  semplice  fallo 
del  Irasporto  di  un  corpo  (solido,  rip^ido)  da  un 
luojro  in  un  altro  dolio  spazio,  non  allora  ciò  elio 

•  omunemeuto  viene  detto  forma  e  grandezza  del 
lorpo:  enunciando  questo  risultalo  in  b-rniini 
«generali,  si  ha  un  poniulalu,  cioò  un  principio 
che  si  ammette  sulla  testimonianza  doi  sensi: 

PoSTiLATO  I.  Si  ammette  che  una  figura  possa  venir 
trasportata  dal  suo  luogo  in  un  nitro,  senza  che  per  que- 
sto essa  veiiira  alterala  nei  suoi  elementi. 

I)Eri.Mzii)>F.  7.  Se  due  ligure  sono  tali  elio  una  di  esse 
si  possa  trasportare  sull'altra  in  guisa  da  coincidere  pcr- 
t'ettamente  con  essa,  le  due  figure  si  dicono  eguali  o  con- 
Urue.  (») 


0)  Si  fa  %ilrazioDC  JeH'impeoelrabilil&,  come  ù  i-  già  avvertilo. 


liitrudnziune. 


IV.  La  definizione  e  g-li  assiomi  (o  verità  evi- 
denli  por  so  stesse)  che  seguono  non  sono  spe- 
ciali alla  Geometria,  ma  valgono  per  grandezze 
di  qualsiasi  specie. 

Definizione  8.  Se  due  grauilczze  oiuogeiicc  sono  (ali 
che  lei  prima  sia  composta  della  seconda  e  di  un  resto,  la 
prima  si  dirà  tutto  o  maf/f/iorc,  e  la  seconda  si  Air k  2)or te 
0  ìiiliiore. 

Assioma  1.  Due  grandezze  eguali  ad  una  terza  sono 
eguali  fra  loro. 

2.  Se  a  grandezze  eguali  si  aggiungono  (o  tolgono) 
grandezze  eguali,  le  somme  (o  resti)  risultano  eguali. 

3.  Se  a  grandezze  diseguali  si  aggiungono  (o  tolgono) 
grandezze  eguali,  le  somme  (o  resti)  rimangono  dise- 
gnali nel  medesimo  senso. 

V.  Presi  due  punti  a  piacimento  nello  spazio, 
immaginiamo  una  linea  (rigida)  qualunque  che 
passi  per  essi;  poi,  tenuti  fissi  quei  due  punti, 
supponiamo  di  dare  un  movimento  alla  linea; 
allora  la  linea  occuperà,  in  generale,  posizioni 
diverse  nei  diversi  istanti.  Che  però  vi  possa  es- 
sere una  linea  speciale  passante  per  i  due  punti 
fissi  e  che,  comunque  spostata,  coincida  sempre 
con  sé  stessa,  lo  si  intuisco  dall'  osservazione  di 
un  filo  ben  teso,  di  un  raggio  luminoso,  ecc.  La 
testimonianza  dei  sensi  ci  conduce  quindi  ad  am- 
mettere l'esistenza  di  una  linea,  detta  linea  retta, 
per  la  quale  valgono  i  seguenti  postulati: 

Postulato  2.  Si  ammette  che  dati  due  punti,  per  essi 
passa  soiiipre  una  linea  indelinita  nei  due  sensi,  detta  ti- 
nea  retta,  delcrmiiiata  dai  due  punti,  ed  in  modo  unico. 


ì-  liilrudiiziune. 


3.  Due  lince  rcHc  o  due  porzioni  ili  linea  rcHa  sono 
sovrapiiuniiiili. 

Dekimzione  9.  Una  porzione  di  linea  rella  Iciininala 
ila  (lue  punii  dicesi  ficf/inciili). 

Dalla  (Iclinizione  7  risulla  che  cosa  si  debba  inleinlcrc 
l'on  .srginciiti  uyuti/i.  Due  segmenli  ejinali  si  dicono  an- 
che avere  la  mvdcsiina  liii>[jlirzz<f. 

10.  Ogni  linea  dir  non  è  retta,  ni-  composta  di  relle 
dicesi  nirvti. 

VI.  Pretti  duo  punii  a  piacimeulo  sopra  una 
supci-neic  e  conilolla  la  linea  rolla  che  essi  ile- 
lerminano,  questa  retta  in  generale  non  giacerà 
tutla  sulla  superficie.  Che  però  possa  esistere 
una  superficie  speciale  contenente  per  intero  la 
retta  determinala  da  due  ijualunquo  dei  suoi 
punti,  lo  si  intuisco  dall'osservazione  della  su- 
perlicie  delle  acque  tranquille,  della  l'accia  di  un 
i-ristallo,  ecc.  La  lestimonianza  dei  sensi  ci  con- 
duce quindi  ad  ammettere  l'esistenza  di  una  su- 
perficie detta  piano,  per  la  quale  valgono  i  se- 
guenti postulali: 

PoSTLi.ATO  4.  Si  ainineltc  che  esista  una  superlicie  in- 
delinita  detta  j>wy/o,  tale  che  ogni  rcUa  che  ha  due  punii 
a  comune  con  essa  vi  sia  contenuta  per  intero. 

1).  Due  piani  o  duo  porzioni  di  piano  sono  sovra- 
liouihili. 

J)i:n.Mzio.NF.  11.  l'na  siipi-rticie  che  non  è  jiiana,  nò 
composta  di  piani,  dicesi  superficie  curv  i. 

12.  Le  figure  clic  giacciono  tulle  in  uno  stesso  piano, 
dicoiisi  ]ì(jurc  piane. 


Inlroduzione.  5 


Nella  prima  parte  del  presente  volumetto  si 
tratterà  esclusivamente  delle  figure  lìianc. 

VII.  Date  due  linee  indefinite  nello  stesso  pia- 
no, la  prima  AB  fìssa,  la  seconda  N C 31  mobile 
intorno  al  punto  fisso  C  preso  fuori  della  A  B, 
si  può  cercar  in  quali  posizioni  la  G 31  incontrerà 
la  AB.  Tre  sono  le  ipotesi  che  si  possono  fare: 

a)  0  la  €31  incontra  la  A  B  in  tutto  le  po- 
sizioni che  essa  Ci!/ può  assumere; 

h)  0  la  C 3f,  rag-giunto  due  posizioni  limili 
C  Inverso  sinistra  e  D  X  verso  destra,  cessa  di  in- 


A 


l"i-.    I. 


conlrarc  la  ^4  7^,  cioè  per  tutte  lo  posi/ioni  che  CM 
può  assumere  fra  CX  e  Ci'  non  ovvi   incnnlrn. 
(;)   0   vi    è   una  posiziono    unirà   in    cui  C  31 
non  incontra  A  B. 

La  prima  di  queste  ipotesi  viene  esclusa  dal 
teorema  1  del  §  V  (il  quale  è  conseguenza  dei 
postulali  1  e  2).  Su  ciascuna  delle  altre  due  si 
potrebbe  fondare  una  (ìeomclria;  noi  però  ci  al- 
terremo  all'ultima,  per  la  quale  militano  la  tradi- 
zione e,  nei  limili  delle  osservazioni  l'atte  fin  fjui, 
anche  l'esperienza,  ed  enuncicremo: 


(»  1  iilriHhiziitììf. 


l>KKiM/io.NK  l:{.  Si  dicoiK»  liticc  vcUo  parallele  (|ii(llo 
elio  coiiteiiiitr  nello  stesso  piano  oil  indclìnifaniiMilc  pin- 
lnn>;;alo  non  s'incontrano. 

l'iisri  LATO  (5.  Si  aniinetic  clie  por  ogni  punto  csloriii) 
ail  lina  rolla  passi  una  parnllola  n  qiicstn  relln  od  una 
soli. 

Vili,  Kra  lo  inlìiiile  varioh\  dì  liiioo  ovivvc  no 
siinliereino  più  spocialtiionlo  una.  la  qiialo  vieiio 
floljiiita  come  segue: 

l)f:riMZMiNF.  H.  Si  cliiania  rirmiìfirrnza  una  linea 
nirva  pinna  rliiiiso,  noi  cui  interno  vi  k  nn  punto  dello 
rrntrn  tale  clic  i  sogmenli  di  retta  compresi  fra  osso  cen- 
tro 0  In  circonferenza  sono  Inlti  canali. 

IS.  I  segMienti  di  retta  eguali  compresi  fra  il  contro 
e  In  circonferenza  diconsi  rarijfi. 

iCì.  Il  segmento  di  rcltn  che  nncndo  due  punii  della 
circonferenza  passa  por  il  ccnlro  dicesi  diamclrn. 

17.  La  porzione  di  piano  cliiusa  dalla  circonferenza 
dicesi  cerchio. 

PosTiLATO  7.  Da  qnnlsivoglia  punto  come  ccnlro  e  con 
t|iinlsivogIia  raggio  si  può  descrivere  una  circonferenza. 

1  sette  postulati  enunciati  in  ciò  che  precedo 
racchiudono  quanto  è  necessario  di  ammettere 
ondo  dedurre  col  solo  sussidio  dd  rag-ionainonlo 
{(limnslrazioni)  quel  complesso  di  verità  {leorPììii 
(^  loro  conseguenze  o  rorollnn'i)  olio  cosliluisonnn 
la  rìeomolria  oudidea. 


PARTE  PRIMA. 
GEOMETRIA    PIANA. 


SEZmNE  I. 


LA    LI  >  E  A    RETTA 


§  1.  Gli  angoli. 

Defimzioke  1.  Due  lince  relfc  non  coincidenti  ed 
aventi  un  pnuto  comune,  limitate  in  questo  punto,  si 
flicono  formare  un  (imjoìo.  Le  due  rette  sono  i  Inll  od  il 
loro  punto  d'incontro  è  il  vertice  del T  (ingoio. 

Per  r  intelligenza  di  questa  definizione,  si  diano 
due  rette  0 A,  GB  segantisi  iti  6»  e  si  .supponga 
una  di  esse,  per  es.,  la  GB,  suscettibile  di  girare 
ini  orno  ad  G;  la  rotazione  cdie  GB  deve  eseguire 


per  venire  a  r'oincidere  con  0  A  serve  a  valutare 
V iìiclinazùmc  delle  due  rette  e  dicesi  angolo  di 
GB,  G  A.  Le  rotazioni  si  suppongono  sempre  ese- 
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Croììit  Irla  pi  a  un. 


ignito  in  un  dotorminalo  senso  (por  cs,,  quello  in 
"•ui  «girano  lo  hmeclto  ili  un  orologio),  e  da  I il- 
luni viene  dello  primo  ìn/o  riuello  r-lit»  ruohi  |mm 
venire  a  coin<'id<M'e  cnH' ali rn. 

L'angolo    delle    rdle    f)  A.    Oli  si  indifu   fon 

HO  A  ponendo  in  mozzo  la  lettera  del  veri  ine,  e 
^i  adopera  questa  sola  lettera  (juando  non  vi  possa 
essere  and  >  igni  là. 

OssF.nvAZio.\F.  Lo  stesso  vocabolo  nnjinln  serve  aiirlii' 
:nl  imiicare  la  porzione  iii(lo(ìiiila  rli  piano  coiiiprosa  fri 
i  line  lali. 

Due  angoli  sono  eguali  (')  quando  si  possono  lar 
coincidere  :  so  trasportando  uno  degli  angoli  su 
r  altro  (^)  per  moilo  che  i  due  vertici  ed  i  primi 
lali  siano  in  coincidenza,  vengono  a  eoinciilere 
anche  i  secondi  lali,  resta  verilleala  l'eguaglian/ii. 

So  i»iù  rollo  0  A,  0  ì{,  OC,  concorrono  in  (f,  la 


FiK.  :j. 


rotazioni'  CO  A  si  compone  dello  rotazioni  C  0  li, 
HO  A:  in  allri  lorniini  l'angolo  COA  ò  la  somma 


(1)  Inlrod.  .J.-r.  7. 
(3)  Post.  i. 


La  linea  re  Ila. 
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(ìoo-li  fingoli  COB,  BOA;  e  si  scrive: 

COA  =  COB^-BOA, 
ondo  (') 

COA>COB. 

Df.fimzionk  2.  Due  angoli  si  dicono  conficfjnenfl 
nd  (uliacrnti  quando  hanno  il  vertice  comune,  ed  il  primo 
lalo  dell'uno  coincide  col  secondo  lato  dell'allro. 

3.  Se  una  retta  cadendo  sopra  un' alfra  f(H'ma  due 
angoli  conscguenti  eguali,  questi  angoli  diconsi  rctli  e 
la  prima  dicesi  perpendicolare  alla  seconda. 

4.  Una  retta  che  cade  sopra  un'altra  senza  essergli 
perpendicolare  dicesi  obliqua. 

Teorema  d.  Tu  qualunque  punto  0  di  una  relia  À  Jì 
vi  i'  una  perpendicolare  alla  AB  ed  una  sola. 

Immaginiamo  infatti  nel  punto  0  una  retta  OC 
che  possa  ruotare  intorno  al  punto  0.  ha.  0  C  sia 
dapprima  adattata  seconrlo  la  (}A:  poscia,  facen- 


^ 


C' 


I 


A  0  B 

Fig.  V. 

dola  ruotare  nel  senso  convenuto,  la  si  conduca 
tino  ad  adattarsi  secondo  la  0  B.  in  questo  mo- 
vimento l' angolo  AOC  aumentando  continua- 
mente, mentre  coli  diminuisce,  vi  sarà  una  po- 

0)  Inlro.l.,  iìcf.  K. 
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Geometria  piana. 


sizione  u  I'  in  cui  questi  angoli  saranno  eguali. 
H  ijiioslii  posizione  surii  unica  poiclu',  per  poco 
elio  si  sposi  i  la  ff  (!  dallii  posiziono  <f  P  uno  (!••- 
«rii  angoli  (TOSCO,  nionlro  l'allro  tliininiii^co,  e 
viono  ilisturliata  l' eguaglianza. 

TronriiA  2.  Tdlli  gli  angoli  rrUi  sono  cgunli. 

Abbiansi  i  due  angoli  rolli   AliC,   ììEF,  e  si 

^\  ^v 

Irasporli  ('}  l'angolo  l)KF  su  AliC,  atlall arido  il 

vortice   K  sul   verlicc   li,  o   la  /•-/'' sulla  l{('.\  so 

allora  la  A'/>non  si  adattasse  sulla  //.t.  ma  pron- 

A      H  D. 


B 


ti/.  .. 


F 


ilesse  un'alira  posiziono  li  II,  vi  sarebbero  iid 
|>unlo  li  duo  porpoiidicolari  li  A,  li  II  alla  li(',  il 
•  ho  (•  impossibile  [ter  il  leoronia  precedente. 

l>Kn.M7.i(i.\F  5.  Diconsi  n/liisi  \r\\  anj^oli  nia{;^i()i'i  «hi 
rctlo,  iii'ii/i  ^li   angoli   iiiiiiori. 

G.  Ihic  an;j«)li  clic  prosi  in.sieinc  valgono  due  roHi 
•lifonsi  stiipjiìemfutnri, 

Tkoiìfma  3.  fili  angoU  ponspgnciili  A  OC,  CO  J!  for- 
mati (la  una  retta  OC  rlie  cadi-  sopra  un'altra  A  II  sono 
supplementari. 

Se  noi  punU)  O  immaginiamo  una  retta  mobile 


0)  Posi.  1. 


La  linea  reila.  13 


0  M  che  adattata  prima  sulla  0  A  voog-a  a  coin- 
ciderò colla  0 B,  la  rotazione  compiuta  dalla  OM 
equivale  a  due  ani^oli  retti;  ma  questa  rotazione 


M 


A  0  B 

Fig.  C. 

è  composta  delle  due  rotazioni  A  OC.  C  0  B,  os- 

^\      ^\ 
sia  g'ii  angoli  A  0  C.  COB  insieme  valgono   due 
retti.  Si  può  scrivere 

AOC-{-COB^i" 

.  Corollario  1.  La  somma  degli  angoli  conse- 
guenti formati  da  più  rette  che  cadono  sopra 
un'altra  in  uno  stesso  punto,  vale  due  retti. 

2.  La  somma  degli  angoli  conseguenti  for- 
mati intorno  ad  un  punto  da  più  rette  che  vi 
concorrono,  vale  quattro  angoli  retti.  Il  primo  di 
questi  coronarli  si  dimostra  come  il  teorema  pre- 
cedente, il  secondo  si  dimostra  conducondo  per 
il  punto  una  retta  indefinita  qualunque,  ed  appli- 
cando agli  angoli  formati  al  disopra  e  al  disotto 
di  questa  retta  il  corollario  primo. 

Ikop.kma  4.  Se  (lue;  angoli  cuiiscgiiciili  A  0  C,  CO  li 
.soii  suppleiiiciitari.  i  Iati  non  conuini  Ai),  GB  sono  per 
diritto. 
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lU'Oinctrid  ji/diKi. 


Se  infatti  Oli  non  fosso  il  [•loiung-uiiienlo  di 
A  ff,  n\d  Iubi?e.6/A'  questo  proiuugaiUtMilo,  AOC 
u  CO  E  sarebbero  supplomcnlari  ('):  ma  [lor  ipo- 
lesi  sono  sui>iilemonlari  A  OC  e  COli,  quindi  COK 
«'  CO li^  supplementari  di  A  ^>^' sarebbero  eguali  ('-'j, 


Flit.  7. 


il  che  non  puù  osscre,  poiché  CO  E  è  maggiore  (', 

di  coli;  dunque  la  sola  0  li  può  essere  prolun- 
gamento di  .1  0,  come  dovevasi  dimostrare. 


lig.  8. 
Teorema  o.  Duo  rc'llc  Ali,  CD  clic  si  segano  rami.) 

;li  auiToli  D  0  A,  C  0  JJ  opposti  ;d  vcrlice  eguali  fra  loro. 

(i)  Teor.  :!. 
(-)  Assioma  i. 
{^)  Inirod.,  dcf.  {<. 


La  linea  velia.  lo 


La  Co»  cadendo  sulla  A  B  forma  gli  angoli  A  OC, 
CO B  supplementari  (^),  la  A  ^  cadendo  sulla  CD 
l'orma  gli  angoli  A  OC,  BOA  supplementari;  dun- 
que COB  e  BOA,  supplemenlari  di  AOC,  saran- 
no fra  loro  eguali  C^j,  e.  d.  d. 

CoROLLAEUo  2.  Se  una  retta  è  perpendicolare 
ad  un'  altra,  eziandio  questa  ò  perpendicolare 
alla  prima. 


§  li.  —  Eguaglianza  dei  Triangoli. 

Dei  ixizio.NE  l.  Data  una  serie  di  punti  di  cui  tre  con- 
secutivi non  in  linea  retta,  se  si  uniscono  per  mezzo  di 
scgincnli  rettilinei  ciascuno  col  successivo  e  l'ultimo  col 
primo,  si  ottiene  una  figura  chiusa  detta  poligono. 

Noi  supporremo  sempre  in  questa  prima  parte 
i  punti  tutti  in  uno  stosso  piano,  cioè  tratte- 
remo dei  soli  poligoni  piani. 

2.  Data  una  serie  di  punti,  se  si  uniscono  per  mezzo 
di  segmenti  rettilinei  tu  modo  (lualunque,  si  olliene  una 
linea  spezzata  o  linea  formata  con  porzioni  di  rette. 

3.  I  punti  dati,  i  segmenti  che  li  uniscono,  gli  angoli 
di  due  segmenti  consecutivi  si  dicono  rispettivamente 
vc/'lici,  htll  ed  cirjoli  del  poligono  o  della  spezzata. 

4.  Un  poligono  di  tre,  (juattro,  ciiniue,  sei...  vertici 
dicesi  rispettivamente  Iruiìujolo.  quadrilnlero.  pentagono, 
(ti  ago  no... 


(1)  Teor.  3. 
(-)  Assioma  2. 


ir, 


Gf'Oiii'/n'd  piiuìO^. 


5  1/  iiisicriio  (lei  lati  di  un  pulirono  u  tli  ima  spc/.- 
/ala  ne  costilnist'C  il  perimrtro. 

G.  l.'n  poligono  od  nnn  spo/.za(a  diconsi  convessi 
i|nundo  una  retta  qualunque  ne  incontra  il  perimetro  al 
più  in  due  punti. 

Ili  ciò  elio  seguo   IratteiTcmo   escliisivuuieiile 
ili.'i  pnlifjoìii  ronve-xai. 

DcMMZiMNr  7.  In  un  triangolo,  un  lato  (|ualunquo  si 
può  dire  base,  e  ^li  altri  due  più  specialmente  Inli. 

8.  Un  trian;;olo  diccsi  inogrcle  se  ha  due  lati  eguali 
e  si  dice  hiiKc  il  terzo  lato:  dicesi  equilatera  so  lia  i 
Ire  lati  e;;uali,  equianijolo,  so  ha  i  tre  angoli  o;;uali. 

1).  Un  triangolo  diccsi  rilU^ijnln  se  ha  un  ant^olo 
rotili,  ollitHiiiiyoh  se  ha  un  an;;olo  ottuso,  ncutanijulo  si; 
Ila  i   tre  au;;oli   acuii. 

10.  Nel  triangolo  rettangolo  il  lato  opposto  all'angolo 
lotto  si  diro  i/intiiiUKii,  r  mirti  gli  altri   duo   lati. 

Tkorfma  1.  So  duo  triangoli  A  li  C,  I)  K  F,  hanno  duo 
lati  egnali  lispett.  a  duo  lati:  .1  11=1)  E,   B  C -^  E  F,  o 

A  A 

l'angido   compreso   eguale    li —^  E,    i    triangoli   saranno 
eguali. 

Trasporlo  r'ì    il   Irianirolo   If  E  F  auì   triangolo 
»  E 


i'i,'.  '}. 


A  liC  per  modo  che  E  vonga  in  li  oil  il  lato  /:  H 


(^)  l'osi.  1. 


Jjtt  linea  reti  a,  17 

lang'O  il  lato  B A;  siccome  il  segmento  ED  ò 
uguale   a  B A,  ì\   punto  D  cadrà  in  A;  siccome 

A  A 

l'angolo  E  è  uguale  all'angolo  B,  il  lato  E F  verrà 
^•'condo  BC;  ed  essendo  E F  =  B  C,  il  punto  F 
dovrà  venire  in  C.  Allora  D  essendo  in  A  ed  F 
in  C,  D  F  si  adatterà  sulla  A  C  (^)  ed  1  due  trian- 
goli coincideranno  perfettamente,  cioè  {^)  saranno 
eguali,  e.  d.  d. 

Dall' ^o^m   AB  =  1JE,  B  C  =  E  F,   B  =^  È,  ri- 

A         A     A  A 

sulta  come  conseguenza  A  =  D,  C  =  F,  AC-FìF. 

Teorema  2.  Se  due  piangoli  ABC,  BEF  hanno  la 
base  eguale,  AC  =^ D F,  e  gli  angoli  alla  base  rispetti- 

A  A  A  A 

vainente  eguali,  AD^:^CF,  i  triangoli  sono  eguali. 

Trasporto  il  triangolo  DEF  sul  triangolo  ABC, 
per  modo  che   il   segmento  Z^/'' venga   ad   adat- 


A  CD 

I-i-.  10. 

tarsi  su  A  C,  il  che  è  possibile  poiché  questi  seg- 

A  A 

menti  sono   eguali;   siccome   J)=A.,  il  lato   BE 

A  A 

prenderà   la   direzione   AB,   e  siccome  F  —  C,  il 

(1)  l'o-l.  -j. 

(-)  riilr.),!.,  <|(  f.  7. 

PiNcriEP.LF..  2 


is 


Cecmelria  piana. 


Iato  VE  prenderà  la  direziono  G R\  con  ciò  U 
]iunlo  E  dovendo  venire  ad  un  tempo  su  Ali  e 
su  (ìli,  cadrà  in  li,  ed  i  due  lriiinp;oli  coincide- 
ranno, cioè  saranno  eguali,  e.  d.  d. 

Dair  ipolesi    A  C  =  D  F,   A  =  I),   C  ^  K    risulta 

A  li  =  IJ  E,  Cli=  FÉ,  li^  E. 

OssniivAzniNT.  Nei  triaiiiToli  eguali,  a  lali   etjiiali    si 
oppongono  angoli -ogna li,  e  viceversa. 

TroREMA  3.  Nel  Iriangoio  isoscele  A  II  C,  gli  angoli 

A         A 

alla  base  sono  eguali,  .1  =  C 

Si  consideri  un  Iriang^olo  ep;uale  ad  A  li  C  elio 
vi  suppong-a  primilivanionle  adattato  esallamenle 
su  A  li  (J,  poscia  staccalo,  e  portalo  in  .\'  li'  (/.  li 


KiL'.      II. 


segnienlo  A'  ti'  è  uguale  ail  A  li  su  cui  era  allat- 
tato, ma  per  essere  il  triangolo  yt /?  ^  isoscele 
AB  =  liC,  onde  (') 

A'  fi'  -ne 


(')  Assimila   1. 
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e  similmente  si  dimostrerebbe 
ir  C  =  AB; 

(li  più  r angolo  A' lì' C  ò  uguale  all'angolo  CBA, 
cui  era  sovrapposto:  dunque'')  i  triangoli  A'  B'  C, 
GB  A  sono  eguali  ed  hanno  eguali  gli  angoli  op- 

A  A  A  A 

posti  ai  lati  eguali,  A  =  6";  ma  (/  =  il  su  cui  era 

A  A 

adattato,  dunque  A=C,  e.  d.  d. 

CoHOij.ARio,  Prolungando   i   lati  B  A,  BC  in 

M\  N,  gli  angoli  sotto  alla  base  CAM,  ACÀ' sono 
eguali  come  supplementi  (■')  di  angoli  eguali. 
2.  Il  triangolo  equilatero  ò  equiangolo. 

Teorkma  4.  Se   un    triangolo   ABC  ha   duo  angoli 

A         A 

ciruali  A^C,  esso  è  isoscele,  cioè  AB  =  BC. 

Si  consideri  un  triangolo  eguale  ad  ABC,  pri- 
mitivamente adattato  esattamente  su  ABC,  poscia 

A 

staccato  e  portato  in  A'  B'C  L'angolo  A'  è  uguale 

A  A  A 

ad  A  su  cui  era  adattato,  ma  per  ipotosi  A  =  C, 

A  A  A  A 

onde  A'  =  C;  cosi  A  =  C':  di  piij  la  base  A' C 
è  uguale  alla  base  AC  su  cui  era  adattata,  onde  (•' 
i  duo  triangoli  ABC,  C B'  A'  sono  eguali  ed  hanno 
eguali  i  Iati  opposti  agli  angoli  oguali:  BC=A'I»'. 
Ma  A'  B'  ò  uguale  ad  A  lì  su  cui  era  adaltalo,  onde 
liC  ^  A  li,  e.  d.  d. 


(»)  Ti'or.  1. 
(-)  §  I,  Icor.  3. 
(-)  Tror.  2. 


l'Il 


Geometria  piana. 


Corollario.  11  triangolo  equiangolo  è  aneli !■ 
(Mjuilalero. 

Tf.ohkma  ìj.  Se  (lue  friaiitcoli  .1  11  C,    I)  EF  Iimiiiio  i 
Ire  lati  rispetlivaineiilc  ei„Miali, 

AB=D  E,     nn=E  F,     A  C  =  1)  E, 

ossi  sono  eguali. 

Trasporlo  il  triangolo  ]>  H  F 
sul  triangolo  A  li  C  por  nioilo 
che  la  base  J)  F  coincida  colla 
base  il  C,  il  elio  ù  possibile  por 
essere  questi  segmenti  eguali: 
se  allora  il  jìunto  E  si  adat- 
tasse sopra  li  il  teorema  sa- 
rebbe dimostrato.  So  è  possi- 
1  Ir-   1:^  bile,  E  non  si  adatti  sopra  li, 

ma  venga  in  E'\  si  congiunga 
HE'  e  si  prolunghi  All'  in  M,  Ali  in  .V. 


K 


\ 


1> 


Fig.   13. 

11  triangolo  T)EF  essendo  venuto  in  A  E'  C  sarà 
E'  C  ^TiC  Q  A  li  =  A  E'  ; 


La  linea  velia. 


n 


adunque  BCE'  è  isoscele  e  sarà  (') 

CE'B^CBE' 
onde 

CE'  li<  y  R  E' 
e  a  far  li  ori 

ME' B<N li  E'. 

Ma  essendo  isoscele  il  triang-olo  A  Ji E'  sarà  (") 

ME'  n==y  BE': 

si  cade  dunque  in  uuacoutraddizioue  animettendo 
che  il  punto  E'  cada  in  un  punto  diverso  da  B.  I 
triangoli  .1  B  C,  DEE  devono  dunque  coincidere, 
e  sono  eguali,  e.  d.  d. 
Dall'  ipotesi   A  B  =  1)  E,    B  C  =  E  F,    A  C  =  JJ  F 

A  A     A  A       A  A 

segue  A=  l),  C  =  F,  B  =  E. 


^  111. 


Problemi. 


I'koble.ma   1.  Sopra  uii  dalo  so.niriciilo  AB  L'oslruirc 
il  Iriaugolo  equilatero. 

Dal  punto  A  come  centro 
e  con  raggio  AB  si  descri- 
va ,";  la  circonferenza,  dal 
|)unto  B  come  centro  e  con 
raggio  /y.l,si  descriva  la 
circonferenza,  queste  si  la- 
gneranno perchè  un  punto 


ì'tJ.   IV 


(1)  Teor.  3  e  suo  coroll.  I. 
['■')  Tcor.  3  e  suo  coroll.  1. 
(^)  Posi.  7. 


fìeomclria  piana. 


(Iella  prima  ò  iulorno  alla  seconda  e  viceversa. 
Sia  C  uno  dei  punti  d'intersezione:  si  unisca 
CA,  CJi;  A/iC  sani  il  trianiioio  domandalo,  poi- 
ché AJi=AC  come  raggi  (lolla  prima  e  AIì^HC 
come  raggi  della  seconda  circonferenza. 

PuuKLEMA   2.  Dividere 

ini   aiijjolo  ilalo  AOlì  per 
iiieliì. 

Dal  centro  0  e  con 
raggio  qualunque  si  de- 
scriva una  circonferenza 
che  seghi  i  lati  in  .1.  />'; 
si  con  giunga  A  li  e  su 
questa  si  formi  il  trian- 
golo eijuilatero;').!  liC\ 
si  unisca  OC:  questa  è 
la  bisettrice  domandata. 
Infatti  i  triangoli  A  OC, 
con  avendo  OC  comu- 
ne, A  0  =  0  li  (!ome  rag- 
gi, od  .1  e.    ^  e  II,  sono  eguali  (*)  e  quindi; 


A(jc=  con. 

come  doveva  farsi. 


Phohi.ema    S.   Dividere   un    dato    segmento   A  B   per 


metà. 


Sul  segmento  dato  si  formi  il  triangolo  A  C  J) 

A 

equilatero,    si    divida   l'angolo    C   per    metà  (^) 

(1)  Probi.  1. 
(-■)  g  II,  Icor.  5. 
(3)  Probi.  i>. 


JjU  linea  retta. 
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colla  CD;  D  ò  il  punto 
tatti  i  triang'oli    A  CD, 
avendo 

di  mezzo 
DCB 

domandato. 
C 

In- 

AC=C  n, 

/  j  \ 

CD  comune, 

; 

'--, 

A  CD  =  DC  il. 

A         D 

R 

sono  eguali  (^)  e  sarà 

F.g.  16. 

AD- 

=  Dn, 

come  doveva  farsi. 

Problema  4.  Ad  una  data  liuea  rolla  A  B  e  per  uu 
pillilo  C  dato  ili  essa  condurre  la  perpendicolare. 

Dal  centro  C  e  con  raggio  qualunque  CD  si 
descriva  una  circonferenza  che  seghi  la  A  li  in 
D,  E\  sulla  DE  si  faccia   il  triangolo   equilatero 

F 


A      D 


/E 


Vh.  17 


DFE  e  si  congiunga  C F.  I  due  triangoli  DFC, 
ECF  aveuiìo  DF=FE,  FC  comune  DC^CE. 


(1)  S  II,  Icor.  l. 


24 


Geometria  piana. 


come  l'dg^i,  sono  eguali  (')  o  suià 

FCD  -^FCE, 

fioè  {\  la  FG  è  porpondicohire  iillu  .1  Ji  nel  iHiiitu 
C  (iato  in  essa,  e.  d.  ti. 

I'kodi.kma  ;i.   Ad  una  diilu  liticn  rcHa  A  lì  i-  pi-r  un 
punii)  i]  pri'so  fuori  ili  essa  comlurrc  la  perpendicolare. 

hai  «'cnlro  (/'  e  eoi)  ni^^ji^io  HI)  abbaslanzu  ^TaiitlL' 
per  utiraversaro  la  A  li  si  descriva  una  circonCc- 
rt'iiza  che  seghi  la  .1  //  in  E,  F\  si  divida  la  KF 

C 


G 


A  E  -g -    F      B 

Fi|..  18. 

pt-r  iij«'là  in  (ì  C).  e  si  congiunga  C(ì,  (J  F,  CE. 
1  duo  Irianguli  CGE,  CGF  avendo  CE=CE 
come  raggi  dello  slesso  cerchio,  C  G  comune, 
G  E  ^=  G  F,  saranno  eguali  (')  e  sarà 

C  G  E  -=  C^'\ 
cioè  (')  la  (.'(/'  è  pei-[iendicoIai-e  alla  .1  />',  e.  d.  d. 


(»)  S  11,  Icor.  5. 
('•)  iì,  dff.  .1. 
(=)  Probi.  :t. 
(<)  §  li,  Ic-or.  :>. 
e)  §  l,  dcf.  3. 


La  linea  reità. 


9.^ 


§  IV.  Proposizioni  sui  triangoli. 

Definizione.  Angolo  esterno  di  un  poligono  ò  ran- 
gole formato  da  un  lato  col  prolungamento  del  lato  con- 
secutivo. 

Teorema  1.  In    qualunque    triaJigolo  ABC  l'angolo 

esterno  BCD  e  maggiore  di  qualunque  interno  non  con- 

A     A 

seguente  A,  B. 

Si  divida  la  li  C  per  metà  iu  £"('),  si  congiunga 

.1  E  e  dal  cenlro  E  con , 

raggio  E  A  si  descriva 
una  circonferenza  che 
seghi  la  A  E  prolunga- 
ta in  F;  si  congiunga 
FG.  I  triangoli  BEA, 
FEC  ayendo  BE  =  EC, 
AE=EF  Iter  GosÌYUz'io-       A 

ne  ed  AEB  =  FEC  {'], 

A  -^ 

sono  eguali  (•')  e   danno    B  —  ECF\   ma   (Inlrod., 
del'.  8). 


B 


■fé 


\t 


e        D 

l'ig.  19. 


ondo 


e.    (i.    li 


BCD>EC  F, 


B  a  1)  >  li, 


(1)  §  in,  probi.  ■^. 

(■•^)  S  I,  t'-'or.  ri. 
(■')  §  II,  leur.  1. 


ae 


f!i'onìt///ii  piti  liti. 


Per  tlimostraro  che  B  C  J)  è  puro  inag-gfìore  di 

A 

.1,  una  coslruziono  analoj^ni  si  dovrebbe  fare  .sul 
lato  .16'  anziché  sul  lalo  lì  C. 

Teokkma  2.  In  qualunque  triangolo  A  lì  C  la  somtiia 
«li  <luc  angoli  presa  iu  qualunque  modo  è  niiuorc  di  due 
angoli  retti. 

l'rcdungando  il  lato  .1  C  in  1»  ^i  ha  por  il  leo- 
ii'iiia  |iroredeule  (') 


lUU 


und( 


CI  J>'<IiClJ, 
JiCA  +nCl)  =  2' 


in:  A  +  CA  ii<i". 

CoMoi.LAHio.  So  in  un  triangolo  un  an<i;uIo  è 
rollo  0  oUuso,  gli  altri  due  sono  necessariaiiienle 
a.'uti. 

Tkoiikma  .{.  In  qiialiMMjuc  triangolo  ABd  al  maggior 
lalo  si  oppimi'   il  maggior  angolo  e  viceversa. 

a)  Si  supponga 
.1  6'>  A  li:  in  tale  ipo- 
tesi la  circonferenza  de- 
scritta dal  contro.!  con 
raggio  A  B  segherà  A  C 
iu  un  punto  J):  si  con- 
giunga /i  D.  Nel  trian- 
golo lì  CD  l'angolo  e- 
steruo  BUA  è  maggiore  di  C  ('),  ma  BA  =  AD, 


(ii  S  I.  Icor.  3. 
(^)  Tcor.  1. 
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'11 


onde  (^) 


ossia 


0  a  forliuri 


e.  d.  d. 


A  B 1)  =  B 1)  A, 


AB1)>C, 


A  noe, 


A  A 

b)  Si  suppoug-a  .1>6':  se  allora   non  fosse 
n  C  >  B  A, 
potrebbe  essere 

BC=BA,    0     BC<BA: 

A  A 

ma  se  J>C=BA,  ne  risulterebbe  ('0  .1  =  6',  contro 
l'ipotesi,  e  se  BC<iBA,  ne  risulterebbe  (per  la 

A  A 

prima  parte   del   presente  teorema)  -1<6',  pure 

A  A 

contro  r  ipotesi.  Dunque  se  .1  >  C  deve  essere 
BOBA. 

GoROLLAHio  1.  Nel  Iriang-olo  rettangolo  l'ipo- 
tenusa è  mag'giore  di  qualunque  cateto. 

2.  Se  da  un  punto  si  conducono  ad  una  retta 
la  perpendicolare  e  varie  oblique,  la  perpendico- 
lare è  più  breve  di  qualunque  obliqua  e  si  dice 
che  essa  dà  la  disianza  dal  punto  alla  retta:  e 
di  due  oblif[uo  la  più  vicina  alla  perpendicolare 
è  minore  della  più  lontana. 


(1)  S  II,  Icor.  3. 
(-)  §  11,  Icor.  3, 


1>S 


dconiclriii  jfiaiitt. 


Ti oiii.MA  4.   In   (iiialiiii(|iic  triangolo  .1  TìC  la  soiiiiiia 
ili    (lue    lati    presi    in    qua-  .. 

luncjiic    modo    i'    luayi^iorc  ,.A 

ili'l   lalo  liiiianfule. 


Si  proliHij^hi  -1  />'  (!  ^i 
larriii  li  lf=  HC;  si  COIl- 
l:  luti  ira  /v  C.  Sarà 


/;  e  l)  =  li  1)  i:  (')        ^ 

onde 


big.  -21. 


D  C  A  >  n  1)  C 

A  I)  C  sarà 


e  quindi  (-)  nel  li-ianp:oIo  A  I)  C  sarà  .1  /^>  .1  ( 
il  che  0(iuivale  ad  .1  //  +  I!  C>  A  C. 

CouoM.AKK»  1.  Tua  linoa  rotta  è  minore  di  qua- 
„     D  lun(iue    spezzala  avente 

1/        _ — ■ — -"    K  nirxloi^iiii  i     otlrf'Hìi 


niedesiini  estremi. 

2.  Se  una  linea  spez- 
zala inviluppa  un'  altra 
spezzala  convessa,  l'invi- 
lupiiante  .1  CDEJi  è  maj,^- 
giorc  dell'inviluppala 


AFG  li; 
infatti  applicando  il  corol 
■;..  .^.  lario  precedente  si  ha 

AF+  FIKAC+CH, 

FG  +  G  K<  FU +  110  +  JJ  K, 

GIJ<GK  +  KE+Eli, 


0)  S  II.  t.'or.    i. 
(-)  Tcor.  3. 
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oude  risalta  togliendo  le  parti  comuni 

.1  F  +  FG-\-G  B<  A  C  +  C  D  +  D  E  +  E  B. 

Problema  1.  Costruire  un  triangolo  i  cui  Iati  siano 
eguali  a  tre  segmenti  dati  fi,  h,  e. 

Sopra  una  retta  indefinita  si  adattino  (^)  i  tre 
segmenti  MC  =  a,  CA  =  b,  AN  =  c;  indi  fatto  cen- 
tro in  C  con  raggio  a  si  descriva  una  prima  cir- 
conferenza, e  fatto  centro  in  .4  Qon  raggio  e  si 
descriva  una  seconda  circonferenza:  queste  s'in- 
contrino in  B;  congiunti  BC,  BA,  il  triangolo 
iloniandato  sarà  CBA. 

— — -         a 

. .  h 

.      C 


■■4 et/ ->/t- b ;-- \^ ^ 


M  CP  A 


l-ig.  21. 


In  baso  al  teorema  procedente  si  deve  supporre 
a  -f  &>c,  a  +  e>  ù,  e  -\-b>a:  e  con  ciò  le  cir- 
conferenze si  segheranno  necessariamente:  infalli 
è  CN>CM,  onde  ^V  punto  della  seconda  circon- 
ferenza è  esterno  alla  ))rima;  e  C  A<iC M  +  P A, 
ossia  (]  l*<i(]M,  ondo   /'   punto    della    sor-onda  è 

'i  Post.  I. 


.io 
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intorno  alla  prima:  o  la  seconda  circonferenza 
iivomlo  un  punto  esterno  ed  uno  interno  alia 
prima,  la  sogliorii  necessariamente. 

PitoHi.KMA  2   III  un  pillilo  A  (lato  sulla  retta  A  II  fare 

A 

rolla  .1  n  1111  nugolo  eguale  ad  un  dato  angolo  M. 

A 

Sui  lati  deir  angolo  M  si 
pigliano  le  lunghezze  (jua- 
lunquo  MC,  AH)  o  si  con- 
giunga CD.  Costruendo  coi 
tre  segmenti  MC,  CI),  M IK 
(riascuno  dei  quali  ù  mi- 
noro della  somma  degli  al- 
tri due)!*;  il  triangolo.l/s/'' 
ponendo  il  verlicc  M  in  .1 
'•■'-•  •'••  od  il  lato  M  C  sopra  la  .1  li, 

si  avrà(-')  FA  E=.M,  e.  d.  f. 


§  V.  —  Rette  parallele. 

Pkfimzione.  Quan.ic  due  rette  A  lì,  CD  sono  inter- 
secale da  una  terza  UN,  si  formano  olio  angoli:  si  di- 
cono nltcrni  interni  gli  angoli  che  sono  nello  spazio  fra 
le  due  prime  rette  e  non  dalla  slessa  banda  rispetto 
alla  segante,  e  corrispondenti  gli  angoli  posti  dalla  stessa 
Itanda  rispetto  alla  segante,  ma  uno  interno  e  l'altro 
esterno  rispelto  alle  due  prime  rette. 

Così  segnando  gli  angoli  con  numeri,  gli  an- 
goli 3-5  e  4-6  sono  alterni-interni  ;  e  sono  corri- 


ti) Teoi-.  i 

\*j  %  \\,  U'or.  5. 


La  linea  reità. 


Bl 


spondenti  gli  angoli  2-6,  1-5,  3-7,  4-8;   3-6  4-*; 
si  diranno  invece  interni  della  medesima  parie. 

M 

\ 

\ 1\2 (! 


-5\6 


Fig.   -25. 

Trorkma  \.  Se  due  ivKo  .1/7,  CD,  iiiconlralo  .la 
una  terza  M N,  fanno  : 

n    o  gli  angoli  alJernl-intcrni  eguali, 

A)  0  gli  angoli  corrispomlenli  eguali, 

e)  0  gli  angoli  interni  dalla  medesima  parie  sup- 
plonicnlari  : 

le  rc((c  A  B,  C  D  saranno  parallele. 

^^0    Siano    eguali    gli    angoli    aUerni-iiilrmi 

.1  EF,  E  FI):  so  allora  le  rollo  J //,  CD  s'incon- 
Irassoro  in  0,  nel  triangolo  kOF  l'angolo  esterno 

-1  A'/»' sarebbe  maggiore  doirintcrno  EFDC)oon- 
Iro  alla  supposta  eguaglianza   di    .juesti  angoli: 
ilunqne  A  li,  (]]}  non  si  possono  incori  (raro,  cioèi^j 
sono  parallelo. 
^J))    Siano    eguali    gli    angoli    corrispondenti 

-I  EF,  CFN:  essendo  (:Fi\  =  lfFTj  come  oppo- 


l'i    •!    IV,    UO".     I. 

(-)  iiiiiod.  .1.1.  n. 


^2 
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sii  al  vcrlice  risultano  of^uali  peli  a)iG:oli   inler.ii 
A  E F,  EFP  •'  ^i  (orna  al  caso  a). 
M, 
A  E/ B ,Q 


A 


11-  -ny 


e)    Siano    supploiocnlari    gli    angoli    in  terni 

dalla  slcssa  banda,  AKF,  EFC:  essondo  (')  EFl) 

od  EFC  puro  supplementari  sarà  A  E F  =  EFJ)  o 
si  torna  al  caso  a).  (*) 

Tf.orf.ma  2.  Due  rcUc  parallele  .1  B,  CD  iiiroiilialo 
(la  una  trasversale  M X  fanno: 

a)  gli  angoli  allcrni-inlcrni  eguali, 

/j)  gli  angoli  corri.spon<lenli  eguali, 

e)  gli  angoli  interni  dalla  slessa  banda  su|)plc- 
uicnlari. 

a)  So  gli  angoli  alterni  interni  AEF,  EFl) 

non  sono  eguali,  sia  maggiore  EFD  e  si  faccia 


(1)  §  I,  leor  3. 

(-)  È  bene  osservare  che  tulle  le  proposizioni  Cu  qui  dimoslrati', 
lino  al  leoreraa  preceJenle  inclusivo,  sono  vere  indiponrtenlemeiile  dal 
posUi'alo  (j,  cioè  anclin  se  si  ammolli'  clie  da  nn  pniilo  si  possono 
pondiirre  iiiliiiile  rclli-  cMe  non  inconlrino  una  ifaii  iella  conlenii'a 
ni'llo  stessi  piano. 
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nell'angolo  maggiore  e  colla  EF  l'angolo 

^       ^  /^' 

EFG^AEFC)', 

sarà  per  il  teorema  pre- 
cedente FG  parallela  ad 
AB,  e  così  si  avrebbero 
dal  punto  F  due  paral- 
lele FG,  FD  ad  AB,  il 
che  è  impossibile  per  il 

postulato  6;  adunque  ÀEF  =  EFD. 

//)  Essendo  A  EF  =  E  FD,  ed  essendo  al- 
tresì (')  CFN  =  EFD,  risulta  AEF=CFN. 

e)  Essendo  AEF=  EFD,  ed  {') 

^''EFC  +  EFD  =  'à''    sarà  EFC  +  AEF=2''. 

Corollario.   Se   due  y[^ 

rette  sono  parallele,  ogni 
perpendicolare  all'una  ò 
perpendicolare  anche  al- 
l' altra. 

Teorema  3.  Due  rette 
AB,  CD  parallele  ad  una 
terza  EF  sono  parallele  fra  Fìì;.  28. 

loro. 

Si  taglino  le  tre  retto  AB,  CD,  EF,  con  una 


0)  §  IV,  probi.  2. 
(«)  §  I,  teor.  5. 
(3)  §  I,  teor.  3. 

PlNCilF.nLE. 
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trasversale  MX  nei  punti  G,  H,  K;  sarà(*) 

A  G^K  =G  KF, 

oC)  GH1)  =  GKF\ 

ondo  AGK=GJIJJ 

0  perciò  (")  le  rette  A  Ji,  CD  saranno  parallele. 

rt  «I  Phoblema.  Da  un  punto  da- 

/' lo  C  condurre  la   parallela   ad 
una  retta  data  A  B. 
Da  C  si  tiri  la  retta  CI) 


AD  B       comunque,   o  nel   punto  C 

f'e-  29.  sulla  CD  si  faccia  O  1'  an- 

golo DCE  =  CDA;  la  retta  CE  sarà f)  parallela 
alla  A  /i,  e.  d.  f. 

Teorema  4.  In  qualunque  triangolo  ABC  l'angolo 

B  C  ì)  esterno  e  uguale  alla  somma  dei  due  interni  op- 

A     A 

posti  A,  B;  e  la.  somma  dei  tre  angoli  interni   equivale 
a  due  angoli  retti. 

Da  C  si  tiri  la  parallela  CE  ad  ^  -fi(");  le  rette 
A  B,  CE  tagliate  da  Z^  C  fanno  C) 

^  CE  =  AB  C, 


(1)  Teor.  2,  a). 

(2)  Teor.  2,  b). 
(»)  Teor,  1,  a). 
(*)  §  IV,  probi.  2. 
(5)  Teor.  1,  a). 

(«)  Probi,  preced. 
(')  Teor.  2,  a). 
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e  tagliate  adi  AD  fanuo    ') 
E  C  JJ  =  B  A  C\ 


ma 

B  GD^  BCE  +  EGD, 
onde 

B  CD  =  A  B  C  +  n  A  C. 
Ed  essendo  (^) 


sarà 


e.  d.  d. 


BCD  +  B  C  A  =  2^, 


ABC  +  B  A  C  +  B  C  A  =  '2", 


Corollario  1.  Se  due  triangoli  hanno  due 
angoli  rispettivamente  eguali  a  due  angoli,  an- 
che il  terzo  sarà  eguale  al  terzo.  E  completando 
il  teorema  2  del  §  11,  diremo  che  due  triangoli 
sono  eguali  quando  hanno  duo  angoli  ed  un  lato 
rispettivamente  eguali. 

2.  Nel  triangolo  rettangolo  i  due  angoli  acuti 
valgono  insieme  un  retto. 

Teorema  5.  La  somma  degli  angoli  intei'iii  di  un 
poligono  convesso  è  uguale  a  fante  volte  due  retti  quanti 
sono  i  lati  del  poligono,  meno  quattro  retti. 

Preso  un  punto  0  interno  al  poligono   e   con- 


(1)  Teor.  2,  b). 
n  §  I,  teor.  ò. 
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Fig.  31. 


giuntolo  con  tutti  i  vertici  si  formano  tanti  trian- 
goli quanti  sono  i  lati. 

La  somma  degli  angoli 
di  questi  triangoli  equi- 
vale alla  somma  degli  an- 
goli del  poligono,  più  gli 
angoli  formati  intorno  al 
punto  0.  Ma  questi  ultimi 
valgono  (')  4*;  la  somma 
degli  angoli  dei  triangoli 
vale  (*)  tante  volte  due  retti  quanti  sono  i  lati  del 
poligono,  onde  la  somma  degli  angoli  interni 
del  poligono,  ecc.,  e.  d. 

Se  n  è  il  numero  dei  lati  del  poligono,  la  somma 
degli  angoli  interni  sarà  data  da  2  «  —  4^. 

CoKOLLAHio  1.  La  somma  dogli  angoli  interni 
di  un  quadrilatero  vale  4  retti. 

2.  La  somma  degli  angoli  esterni  di  un  po- 
ligono convesso  vale  4  retti;  infatti  ogni  angolo 
esterno  è  supplementare  dell'interno  conseguente 
onde  interni  ed  esterni  insieme  danno  2h";  adun- 
que gli  esterni  varranno  2  m  —  (2  w  —  4)  =  4*. 


§  VI.  —  Parallelogrammi. 

Definizione  1.   Quel  quadrilatero   clic  ha   due   lati 
paralleli  si  dice  trapezio. 

2.  Quello  che  ha  le  coppie  di  Iati  opposti  paralleli 
si  dice  parallelogrammo. 

3.  Quello  che  è  equilatero  dicesi  rombo. 


(1)  §  1,  teor.  3,  coroU.  2. 
l^)  Teor.  4. 
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4.  Quello  che  ha  i  quattro  angoli  retti  dicesi  ret- 
tangolo. 

o.  Quello  che  è  equilatero  ed  ha  gli  angoli  retti  di- 
cesi quadrato. 

6,  Diagonale  di  un  poligono  è  quella  retta  che  uni- 
sce due  vertici  non  consecutivi. 

7.  Altezza  di  un  triangolo  (o  parallelogramma)  è  la 
perpendicolare  condotta  da  un  vertice  al  lato  opposto, 
che  dicesi  allora  base. 

Teorkma  1.  I  segmenti  che  congiungono  gli  estremi 
di  due  segmenti  eguali  e  paralleli  sono  pure  eguali  e 
paralleli. 

Siano  AB,  CD  eg-uali  e  paralleli:  si  coDgiunga 
AC,  Z? 7),  C^.  I  triangoli  a  B 

ACB,  CBD  avendo 

AB^CD, 
C  B,  comune,  ed 

ABC  =  BCI)  C) 

sono  eguali  C)  ed  il  C  sarà  eguale  r  BD;  inoltre 
essendo  per  l'eguaglianza  dei  detti  triangoli 

ACB  =  CB  D, 

AC  e  BD  saranno  anclie  parallele  ('}  e.  d.  d. 

La  figura  A  B  C  D  è  un  parallelogramma,  por  la 
def.  2. 

Teokema  2.  In  qualsivoglia  parallelogramma  ABCD, 
i  lati  e  gli  angoli  opposti  sono  eguali  e  la  diagonale  (li- 
vide il  parallelogrammo  in  due  triangoli  eguali. 

(1)  S  V,  teor.  2. 
(»)  S  II.  icor.  i. 
C)  §  V,  teor.  1. 


.18  Geometrin  pninn. 

Si  tiri  la  diaj^nnnlp  A  C;  i  lrinn{roli  AliC,  M)C, 
uvoiido 


ed 


/3J 


li  AC=  ACD 

AUi  -  CA^D  (') 

e  .A  C  comune,  sono   eguali  ('J 
e  sarà 


A  lì  =  //  6',  l)  C  =  .1  /y, 

n  ce 

*"'*  "'  A^C  =  A  ^C, 

e.    (1.    .1. 

CoKoi.i. Aiuti  1.  Lo  rette  parallelo  comprese  fra 
paralleli»  sono  epruali. 

ii.  Lo  porp^MiilJf'olari  abbassalo  dai  punti  di 
una  retta  ail  una  retta  parallela  sono  e'i:uali. 

Troiikma  ìi.  Il  rettangolo,  il  rombo,  il  qaadrato  sono 
paraliclogramtiii. 

Si  lascia  al  lettore  la  semplicissima  dimostra- 
zione. 

Definiziose  8.  Una  superficie  considerala  nella  sola 
grandezza  e  non  nclli  forma  si  dice  area. 

9  Due  ligure  che  iianno  arce  ogiinli  si  dicono  eqiii- 
vnlcnti. 

Teorema  4.  Se  due  parallelogrammi  .1 1)  JiC,  A  DFE 
hanno  la  medesima  base  /l  D  e  sono  terminali  alla  nic- 
di'sim  >  parallela  alla  base,  essi  sono  equivalenti. 


(1)  S  V,  leor.  2. 
(•)  5  U.  tcor.  2. 
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a)  Se  i  due  parallelogrammi  hanno  una  dia- 
F  BE  C 


Fig.  3i. 


gouale  comune,  essi  sono  equivalenti  come  dop- 
pi (^)  del  medesimo  triangolo  ABD. 

FBECF  EB  C 


Fig.  35. 

b)  Nel  caso  generale,  essendo  {iìg.  35) 

FE=AD,  BC  =  AD 

si  avrà,  aggiungendo  o  togliendo  di  comune  E B, 
FB  =  EC,  inoltre  F A  =  E D,  AB  =  D  C,  ^qv  ani 
i  triangoli  FAB,  EDO  sono  eguali.  (^)  Se  ora 
alla  figura  totale  FADC  tolgo  di  comune  sia  il 
triangolo  FAB,  sia  il  triangolo  eguale  E D  C,  le 
aree  rimanenti  saranno  eguali  per  l'assioma  2 
della  Introduzione,  onde  i  parallelogrammi  ABCD, 
ADEF  che  rimangono  sono  equivalenti  e.  d.  d. 

Teoremv  b.  Se  un  triangolo  ABC  ed  un  parallelo- 
gramma ABI) E  hanno  la  medesima  base  AB  e  sono  ter- 
minali alla  medesima  parallela  31 N  alla  base,  il  paral- 
lelogramma è  doppio  del  triangolo. 


(1)  leor.  2. 

(2)  §  II,  teor.  5. 
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Dal  punto  B  conduco  la  parallela  5i^  ad  AC: 
i  duo  parallelograrami  ABDE,  ABCF  sono  equi- 
valenti per  il  teorema  precedente;  ma.  A  B  C  ò  ]& 
metà  di  ABFC{^)  e  quindi  sarà  pure  metà  di 
ABDE. 


M     E 


D      F 


N 


Corollario.  Due  triangoli  che  hanno  la  me- 
desima base  (o  basi  eguaU),  e  sono  terminati  alla 
medesima  parallela  alla  base  sono  equivalenti. 

Le  figure  di  cui  si  è  detto  ai  teor.  4  e  o  hanno 
la  medesima  base  e  la  medesima  altezza. 

Problema.  Sopra  un  dato  segmento  AB  costruire  il 
quadrato. 

Nel  punto  A  innalzo  la  perpendicolare  ad  il ^.  e 

C D      f^tto  centro  in  A,  con  raggio 

AB  descrivo  una  circonferenza 
che  incontri  la  perpendicolare 
in  C:  da  C  tiro  la  parallela  ad 
AB  Q  (\si  B  \&  parallela  ad  il  C 
fino  al  loro  incontro  in  JJ.  La 
lìgura  AB  CD  è  il  quadrato 
cercato  come   avente  i   lati  e- 


B 


Fig.  37. 

guati:  AB  =  AC  per  costruzione, 
AC  =  BD,  AB  =  CD, 


(1)  Teor.  2. 
(*)  Teor.  ?. 


La  linea  retta. 


41 


A  A 

e  ^li  angoli  retti:  A  per  costruzione,  B  come  in- 
terno dalla  stessa  parte  (^)  rispetto  ad  AC,  B D, 

A         A  A  A 

IJ  e  e  come  eguali  rispettivamente  ad  A  e  i?.  (') 
Corollario.  A  segmenti  eguali  corrispondono 
quadrati  eguali,  al  segmento  maggiore  il  quadrato 
maggiore,  e  reciprocamente. 

Teorema  6  (di  Pitagora).  Il  quadrato  costruito  sul- 
l'ipotenusa di  un  triangolo  rettangolo  è  equivalente  alla 
somma  dei  quadrati  costruiti  sui  due  cateti. 

Sui  cateti  e  sull'ipotenusa  del  triangolo  ret- 


Fig.  38. 


tangolo  ABC  sì  facciano  i  quadrati  C)  AB  DE, 


(1)  §.V,  teor.  2,  e). 

(•■')  Teor.  2. 

(8)  probL  precedente. 


^'2  Gcomeln'a  piana. 

li  CFG,  ACKH;  dico  che 

A  CKII=A  lìDE  +  n  CFG. 

Dal  punto  Ji  si  tiri  la  parallela  BMN  ad  AU  e 
si  congiunga  CE,  li  IL 

Kssendo  lì  H  A,  ABC  retti  e  quindi  supple- 
mentari; Dli,  liC  sono  per  diritto  ('^  o  similmente 
sono  per  dritto  BG,  AB.  Il  triangolo  E  AC  ed  il 
(juadruto  AH  DE  hanno  dunque  la  slessa  base 
A  E  e  sono  terminali  alla  slessa  parallela  I)C  alla 
base,  pertanto  (^)  AEC  è  metà  di  A  B  JJ E;  così  il 
triangolo  A  li  JI  ed  il  parallelogrammo  AMyil 
avendo  la  stessa  base  A  H  ed  essendo  terminati 
alla  parallela  BX  alla  base,  AB  li  è  metà  di  A  MMl, 
Ma  i  triangoli  AB  II,  E  AC  sono  eguali  (")  come 
aventi 

BA  =  AE,  AlI^AC, 

H^B  =  CAE  =  Ì''  +  CAB, 

onde  anche  i  loro  doppi  AB  DE,  AMIIN  sono 
equivalenti.  Similmente  si  dimostrerebbe  che 
MCKN,  BCFG  sono  equivalenti:  maACIIK  è 
la  somma  di  A  M  y  JI,  M  C  K .Y,  onde  A  6' Il  K  sarà 
equivalente  alla  somma  di  AB  DE,  BCFG,  e.  d.  d. 
Corollario.  Due  triangoli  rettangoli  sono 
eguali  quando  hanno  due  lati  qualunque  rispet- 
tivamente eguali,  poiché  a  segmenti  eguali  corri- 
spondono quadrati  eguali. 


0)  §  II,  teor.  4. 

(«)  Teor.  5. 

(3)  i  11,  tpor.  1. 


La  linea  retta. 
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Alle  proposizioni  contenute  in  quosfa  Sezione, 
e  che  danno  gli  elementi  della  teoria  delle  figure 
formate  colla  linea  retta,  aggiungeremo  due  teo- 
remi relativi  ai  triangoli,  e  che  ci  serviranno  in 
seguito. 

Teorema  7.  Se  due  triangoli  ABC,  A'  B'  C  hanno  il 

A  A 

lato    AB=A'B',    BC—B'C    e  l'angolo  B>B'   sarà 
anche  la  base  AC^A'C 

Si  trasporti  il  triangolo  A'  B'  C  sul  triangolo 
ABC  in  modo  che  B'  venga  in  B,  ed  A' B'  secondo 
A^:  il  lato  B'  C  verrà  in  B  D  entro  il   triangolo 

A  A 

ABC  per  essere  B>B'. 


Fig.   38  bis. 

a)  Se  il  punto  C  viene  in  D  entro  il  trian- 
golo ABC  0  sulla  base,  si  ha  (^) 

B1J  +  1)A<BC  +  AC, 


ma 


onde 


BC=B  I), 


AD<AC, 


(^)  §  IV,  teor.  4,  coroll.  2. 
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ossia 

A'  C  <  A  C. 

h)  Se  il  punto  G  riesce  ia  Z),  fuori  del  trian- 
j^olo  .1  B  C,  si  ha 

BD  =  B  C, 

onde 

BCD  =  B^CC) 
e  quindi 

ACD<BDC<ADC, 
da  cui  segue  ('■') 

AI)<:AC, 
ossia 

A'  C  <  .1  C, 
e.  d.  d. 

Tf.orf.ma  8.  Se  due  triangoli   ABC,  A'  B' C  hanno 
il  lato   An  =  A'B\  BC=B'C'  e  ia  hascAOA'C, 

A 

sarà  l'angolo  B^B'. 

Se  infatti  fosse  B=B',  sarebbe  AC  =  A'C'  per  il 
teor.  1  del  §  li,  e  se  fosse  B<.B',  sarebbe  per  il 
teorema  precedente  AC<.A'  C\  contro  l'ipotesi. 

(1)  I  II,  leor.  3. 
(-;  §  IV,  teor.  3. 


SEZIONE    II. 
IL   CERCHIO 


§  VII.  —  Prime  proprietà  del  cerchio. 

Definizione  1.  Due  punii  presi  sopra  una  circonfe- 
renza determinano  su  questa  linea  due  porzioni  che  di- 
consi  archi. 

2.  La  retta  che  congiiinge  i  due  punti  dicesi  corda. 

3.  La  porzione  di  piano  compresa  fra  un  arco  e  la 
sua  corda  dicesi  segmento  di  cerchio. 

Se  la  corda  passa  per  il  centro  essa  è  un  dia- 
metro ;  i  due  archi  che  essa  determina  sono 
eguali  e  si  dicono  semi- circonferenze,  ed  i  seg- 
menti sono  pure  eguali  e  si  dicono  semi-cerchi. 
Ciò  è  una  conseguenza  immediata  della  definizione 
della  circonferenza.  Se  la  corda  non  passa  per 
il  centro  essa  determina  un  arco  maggiore  e  l'al- 
tro minore  delia  semi-circonferenza. 

Teorema  1.  Una  linea  retta  AB  incontra  una  cir- 
conferenza al  più  in  due  punti. 

Se  ò  possibile,  la  A  B  incontri  la  circonferenza 
di  centro  0  nei  tre  punti  C,  D,  E:  saranno  le  0  C, 
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OD,  OE  ogiiuli  come  rag^g-i,  quindi  nei  triangoli 
isosceli  OCD,  OC  E  sarà  {^) 


ondo 


OCD  -  ODC,  OCD  =  OEC, 


0  I)C=0  EC: 

ma  quej^li  angoli  hanno 
posizione  di  corrispon- 
denti, talché  OD,  OE 
sarebbero  parallele,  il 
che  è  assurdo  poiché 
esse  concorrono  in  0. 


C     D     E 

Kij.'.  39. 


B 


Teorkma  2.  Se  .1  B   è    lina   conia,   esiste    una  retta 
soddisfacente  alle  tre  condizioni: 
i.°  di  passare  per  il  centro, 
2.0  di  essere  perpendicolare  alia  corda, 
8."  di  dividere  la  corda  per  metà. 

Si  abbassi  dal  centro  0  la  perpendicolare  OM 
alla  corda  AB:  i  triangoli  OMA,  OM  li  sono  eguali 
come  rettangoli  aventi  OM  comune  ed 

OA  =  OB  C) 
ondo 

A  31  =  M  n 

e  la  retta  OM  soddisfa  alle  tre  condizioni. 

Corollario.  Una  retta  essendo  determinata  in 
modo  unico  da  due  qualunque  delle  condizioni 
sopra  enunciato,  quella  retta  che  soddisfa  a  due 
soddisfa  necessariamente   alla  terza.  Si  possono 


(1)  §  ir.  leor.  3. 

{*)  §  VI,  teor.  6,  coroU. 


Il  cerchio. 
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lianque  enunciare  tre  teoremi  assumendo  due  delle 
condizioni  come  ipotesi  e  la  terza  come  tesi;  ne 
lasciamo  il  facile  sviluppo  al  lettore. 


Fig.  40.  Fig.  41. 

Teorema  3.  In  un  cerchio,  la  conia  massima  è  il 
dianieiro;  le  corde  eguali  distano  egualmente  dal  centro 
e  reciprocamente:  la  corda  più  vicina  al  centro  è  mag- 
giore della  più  lontana. 

a)  Noi  cerchio  di  centro  0  sia  AB  un  dia- 
metro, CD  una  corda  qualunque,  0 E  \q.  perpen- 
dicolare condotta  dal  centro  alla  corda:  per  il 
teorema  precedente,  E  sarà  punto  di  mezzo  di  CD. 
Si  conduca  OC,  OD.  Si  ha  allora  (^) 

OC-\-OD>CD\ 
ma 

OC=OA,  OD  =  OB, 
come  raggi,  onde 

AB>CD. 

b)  Dal  triangolo  rettangolo  OC  E  risulta  (*), 
(ricordando  che  0 E  è  \a  di.'ilanza  da  ()  a  CD), 
che:  Il  quadrato  della  metà  della  corda,  piìi  il  qua- 
drato della  sua  distanza  dal  centro  vale   il  qua- 


(1)  i  IV,  leor.  4. 
(*)  §  VI,  teor.  6. 
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ilrato  del  raggio;  si  ricordi  inoltre  che  alla  mag- 
gior linea  corrisponde  il  maggior  quadrato.  (*) 

So  dunque  duo  cordo  sono  eguali,  auciie  le  loro 
distanze  dal  centro  saranno  eguali,  e  viceversa;  o 
la  corda  che  avrà  maggior  distanza  dovrà  essere 
minore. 

Teorema  4.  Se  in  un  cerchio  tre  rette  eguali  escono 
da  uno  stesso  punto  M  e  pervengono  alla  circonferenza 
M  A^  Jil  Ii^=  M  C,  quel  punto  M  è  il  centro. 

Congiunti  AB,  BC  e  divise  le  AB,  BC  per  metà 
in  /),  E,  si  tirino  lo  DM,  ME. 

1  triangoli  AMD,  DMB  avendo  DA  =  DB,  DM 
comune,  M  A  =  M  B,  sono  eguali  (*)  e  sarà 

3nj^l  =  }fDli 

cioò  Z^J/ perpendicolare  ad  AB, 
ma  la  D  M  che,  divide  A  B  per 
metà  e  ad  angoli  retti  deve 
passare  per  il  centro  (')  ;  lo 
stesso  si  può  ripetere  di  E M: 
adunque  il  centro  dovrà  essere 
all'intersezione  di  DM,  EM  e 
non  potrà  essere  altro  che  M. 
Teorema  5.  Per  tre  punti  A,  By  C,  non  in  linea  retta 
passa  una  circonferenza  ed  una  sola. 

Congiunti  A  B,  BCe  divise  le  AB,  BC  per  metà 
iu  D,  E,  si  tirino  le  perpendicolari  DM,  EN  alle 
AB,  BC.  Queste  s'incontreranno  necessariamente 
in  un  punto  F{*)  poiché  AB,BC  non  sono  per  di- 

(1)  §  Vi,  probi.,  coroU. 
{•)  §  II,  Ifor  5. 
(3)  §  VII,  teor  2. 
(*)  §  V,  teor.  2,  coroU. 


U  cerchio. 
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ritto.  Unendo  FA,  FB,  FC,  i  triangoli  ADF,  BDF 
hanno 

ADF  =  BDF, 
FD  comune,  AD  =  DB,  onde  C)  AF^  FB,e  si- 
milmente FB  =  FC:  quindi  fatto   centro  in  F  e 
con  raggio  FA  descrit- 
ta   una    circonferenza, 
questa  passerà  per  A, 
B,  C.  E  per  i   punti  A, 
B,  C  non  passerà  un'  al- 
tra -  circonferenza  :    in- 
fatti se  vi  fosse  una  se- 
conda circonferenza  per 
ABC,  questa   avrebbe 
per  centro  F  C)  e  due 
circonferenze  che  hanno  il  medesimo  centro  non 
si  possono  manifestamente  segare, 

GoROLLAmo.  Questa  proposizione  dà  il  modo  di 
risolvere  immediatamente  i  problemi:  far  passare 
lina  circonferenza  per  i  vertici  di  un  triangolo,  e 
trovare  il  centro  di  una  data  circonferenza  o  di 
un  dato  arco. 


§  Vili.  Sistemi  di  due  cerchi. 

Teorema  1.  Due  circonferenze  concentriche  non 
hanno  alcun  punto  comune,  o  coincidono,  secondo  che 
hanno  raggio  diverso  od  eguale. 

2.  Due  circonferenze  non  possono  avere  piìi  di  due 
punti  comuni. 


0)  §  ir,  teor.  «. 
(2)  Teor.  4. 

PlNCnERLB. 
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A- 
0 


B      0' 


•0' 


Queste  due  proposizioni  risultano  immediata- 
mente, la  prima  dalla  dofiiiiziono  della  circonfe- 
renza, la  bcconda  dai  Lcor,  4  o  5  del  purag-rafo 
precedente. 

TroHKM-v  3.  Due  circonferenze  non  possono  avere 
due  punii  a  comune  sulla  retta  che  congiunge  i  loro 
centri  0  ed  0'. 

Se  infatti  le  due  cir- 
Q     0'  conferenze    avessero    i 

"'       '  ^         due  punti  yl  e  5  a  co- 

mune,   sulla   linea   dei 

centri  0  0',  sarebbe 

AB  ""  0A  =  0  lì 

Fig.  4v.  ed 

0>  A  =  0'  J5, 

il  che  è  manifestamente  impossibile  in  tutti  i  casi. 

Teorema  4.  Se  due  circon- 
ferenze di  centri  0  ed  0'  hanno 
un  punto  A  comune  fuori  delia 
linea  dei  centri,  esse  ne  avran- 
I  no  necessariamente  un  secondo. 

Si   cong-iunga   0  0'   indi 
da  .1  si  conduca  la  perpen- 
dicolare A  P  ad   0  0'   e   si 
prolunghi  facendo 
PD  =  AP. 

Si  congiunga  0  A,  0'  A,  0  B,  0' B. 
I  triangoli  A  PO',  O'PB  avendo  AP  =  PB,OP 
comune,  ed 

APO'  =  0'PB 


Fig.  43. 


//  cerchio.  SI 

daranno  (*) 

0'A  =  0'B; 
analogamente  i  triangoli  0  A  P,  OPB  danno 

OA  =  OB: 

dunque  B  è  un  punto  della  circonferenza  di  cen- 
tro 0'  e  di  raggio  0'  A  ed  altresì  un  punto  della 
circonferenza  di  centro  0  e  raggio  0  A  ;  ossia  B 
è  punto  comune  alle  due  circonferenze. 

Corollario  1.  Se  due  circonferenze  hanno  due 
punti  comuni,  la  corda  comune  è  divisa  per  metà 
e  ad  angoli  retti  dalla  linea  dei  centri, 

2.  Nel  triangolo  .1  0  0'  si  ha 

0  0'  <OA-irO'  A 
ed 

0A<0  0'-\-  0'  A  (^') 
onde  togliendo  di  comune  la  0'  A 
0  0'>0A-0'  A; 

ossia,  quando  due  circonferenze  si  segano,  la  di- 
stanza dei  centri  è  minore  della  somma  dei  raggi 
0  maggiore  della  differenza. 

3.  Se  due  circonferenze  hanno  un  punto  co- 
mune sulla  linea  dei  centri,  esse  non  hanno  altri 
punti  comuni  nò  sulla  linea  dei  centri  (')  nò  fuori, 
perchè  allora  esse  avrebbero  due  punti  comuni 
fuori  della  linea  dei  centri  od  in  tutto  tre  punti 
comuni,  il  che  è  impossibile  (*). 


0)  §  II,  leor.  1. 
(")  §  IV,  tcor.  4 
(3)  Teor.  3. 
(«j  Teor.  2. 
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Quando  due  circonferenze  hanno  un  punto  co- 
mune sulla  linea  dei  centri,  esse  non  possono 
attraversarsi  e  si  dicono  langenli:  esternamente 
se  il  punto  comune  è  Ira  i  due  centri,  interna- 
mcìite  noi  ca^o  eon'rario.  Inversamente,  due  cir- 
conferenze che  hanno  un  sol  punto  comune  lo 
ammettono  di  necessità  sulla  linea  de' centri. 

Dicendo  lì  ed  R'  i  duo  raggi  e  d  la  distanza  dei 
centri,  avremo  che: 

Due  circonferenze  possono  avere  cinque  posi- 
zioni relative  : 

1."  Esterne:  (I>Ii-{-R' 

2.°  Tangenti  estornamente:  d=R-\-R'. 

9  0  e         r  \d<R-\-  R'. 
3.»  Seganti  ]^i^i^_j^, 

4.°  Tangenti  internamente:  d  =  R  —  R'. 
H."  Interne:    d <  R  —  R' \   (concentriche   se 
d  =  o). 

§  IX.  —  La  Tangente. 

Definizione  1.  Dlcesi  tangente  al  cerchio  una  retta 
che  ha  colla  circonferenza  un  solo  punto  a  comune.  (') 

Teorema  1.  La  linea  3[ X  perpendicolare  all'estre- 
mità di  un  raggio  0  A  è  tangente  al  cerchio. 

Infatti  la  linea  31  y  ha  il  punto  A  a  comune 
colla  circonferenza,  e  non  altri,  poiché  qualunque 
punto  B  congiunto  col  centro  dà  l'obliqua  OB 
maggiore  della  perpendicolare  OA  (')  e  quindi  B 
è  fuori  della  circonferenza. 


{})  Per  coDsegneDza,  ogni  allro  ano  ponto  è  fuori  del  cerchio. 
(2)  §  IV,  teor.  3,  coroU.  2. 


//  cerchio. 


o3 


Fi2.  46. 


con- 


Teorema  2.  La  retta  M N  tangente  al  cerchio  è  per- 
pendicolare al  raggio  che  va  al 
punto  di  contatto  A. 

Se  infatti  il  rag-gio  0  A 
non  fosse  perpendicolare, 
ma  fosse  la  retta  6>  5  la 
perpendicolare  condotta  dal 
centro  alla  tangente,  sa- 
rebbe OA'>OB',  ma  per 
essere  M  N  tangente,  ogni 
suo  punto,  eccettuato  il 
punto  di  contatto,  è  fuori 
del  cerchio:  con  ciò  0  B  è 
maggiore  del  raggio  0  A,  cioè  si  cade  in 
traddizione  se  B  non  coincide  con  A. 

Problema.  Da  un  punto  dato  A  condurre  una  retta 
tangente  ad  un  dato  cerchio  0. 

Se  il  punto  A  è  sulla  circonferenza  basta  unire 
A  0  e  nei  punto  A  condurre  ad  .4  0  la  perpen- 
dicolare. 

Se  ^  è  fuori  del  cerchio,  si  congiunga  A  0  e 
dal  centro  0  e  con  raggio  A  0  si  descriva  una 
circonferenza:  la.  AO  seghi  la  prima  circonferenza 
in  B;  si  conduca  in  B  la  perpendicolare  BH  ad 
.4  0  che  tagli  la  seconda  circonferenza  in  H;  si 
tiri  la- 0  H  e  questa  seghi  la  prima  circonferenza 
in  D;  si  congiunga  AD.  Essendo 

0  A  =  0H,  OD  =  OB.  .Co^n  =  B^H, 
i  triangoli  A  OD,  BOI!  sono  eguali  (')  e  sarà 


ODA  =  OBB- 


(^  §  11,  teor.  i. 
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Fig.  47. 


ma  questo  ò  retto  per  costruzione,  ondo  0  D  A  ò 
retto  Q  DA  ò  tangente  alla  priiiia  iireonl'oronza(\, 
e.  .1.  f. 

.  p  CoROi.LAiuo.    La   stessa 

costruzione  polendosi  laro 
dall'altra  parlo  di  0  .1,  dal 
punto  .1  si  hanno  due  tan- 
genti; ed  i  duo  triangoli 
ODA,  OD'  A  essendo  eguali 
come  rettangoli  aventi  OA 
conjuno  ed  OD=OD',  ri- 
sulta .1  D  =  A  D'  ;  ossia  lo 
tangenti  che  da  un  punto 
due  esterno  si  possono  condurre  ad  una  circonfe- 
renza, sono  eguali. 

I)ei*imzio>r  2.  Un  po'.i^'ono  dici  i^i  inxrrilln  in  mi 
corctiio  qiianiio  i  suoi  vertici  sono  sulla  circonfcrenzn  ; 
ed  il  cerchio  si  dice  ctrrosrrillo  al  poligono. 

.*}.  Un  |ioligono  dicosi  circoscritto  ad  un  cercliio 
quando  i  suoi  lati  sono  t:in^i-nti  alla  circonferenza,  ed 
il  cerchio  si  dice  inscritto  al  poligono. 

PflOHt.KMA.  Inscrivere  un  cerchio  in  im  dato  trian- 
golo Alte. 

Dividiamo  per  metà  gli  angoli  .1,/^');  ^'ii  0  il 
punto  d'incontro  delle  bisettrici.  Da  0  abbassia- 
mo le  perpendicolari  OD,  OE,  OF  ai  tre  lati;   i 

triangoli  AFO,  AEO  avendo  AFO=  A  EÌ)  co- 

^\         — ^ 

me  retti,  FA  0  =EA  0  per  costruzione  ed  A  0 


(1)  Teor.  1. 

(»1  §  ni,  probi.  2. 


Il  cerchio. 


00 


comune,  sono  eguali  (^)  e  sarà  OF=OE]  simil- 
mente 0F=  OD,  onde  fatto  centro  in  6^  e  con  rag- 
gio OD  descritta  una  circonferenza,  questa  pas- 
serà per  D,  E,  F  ed  in  quei  punti  sarà  tangente 
ai  lati  del  triangolo  per  essere  retti  gli  angoli 
in  D,  E,  F. 


Fig.  48. 

Corollario  1.  Lo  bisettrici  dei  tre  angoli  di 
un  triangolo  concorrono  in  uno  stesso  punto. 

2.  Dividendo  per  metà  un  angolo  interno  del 
triangolo,  ed  un  angolo  esterno  non  conseguente 
il  punto  d'incontro  delle  due  bisettrici  dà  il  cen- 
tro di  un  cerchio  tangente  ad  un  lato  del  trian- 
golo ed  ai  prolungamenti  degli  altri  due.  Vi  sono 
per  ogni  triangolo  tre  tali  cerchi,  che  diconsi 
ex-mscniti. 


§  X.  Gii  Angoli  nel  cerchio. 

Deiinizione  1.  Angolo  al  centro  è  quello  che  ha  il 
vertice  nel  centro;  alla  circonferenza  quello  che  ha  il 
vertice  sulla  circonferenza;  nel  segmento  quello  alla  cir- 
conferenza, i  cui  lati  vanno  da  un  punto  dell'arco  agli 
estremi  della  corda  che  sottende  il  segmento  di  cerchio. 


(1)  §  II,  leor.  2, 
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2.  Quando  i  lati  di  un  angolo  abbracciano  uu  arco 
si  dice  che  l'ant^olo  insiste  su  quell'arco. 

Teorema  1.  In  due  cerchi  eguali  o  nel  medesimo 
cerchio: 

a)  ad  archi  eguali  corrispondono  angoli  al  emiro 
eguali  e  corde  eguali; 

b)  ad  angoli  al  centro  eguali  corrispondono  archi 
eguali; 

e)  a  corde  eguali  corrispondono  archi  eguali. 


Fig.  49. 

a)  Siano  i  cerchi  eguali  0  ed  0',  e  dap- 
prima in  questi  cerchi  si  abbiano  gli  archi  eguali 
AB  Q  CD.  Si  trasporti  il  secondo  cerchio  sul 
primo  per  modo  che  il  centro  0'  venga  in  0,  al- 
lora i  duo  cerchi  coincidono  perfetlamento  e  si 
può  fare  strisciare  il  secondo  sul  primo  in  guisa 
che  C  venga  in  .1  e  quindi,  per  essere  gli  ar- 
chi eguali^  D  viene  in  B.  Essendosi  così  adattati 
0'  su  0,  C  su  .1,  D  ^u  B,  lo  cordo  .17?,  CD  sa- 
ranno coincidenti  e  perciò  eguali  e  così  gli  an- 
goli ACUÌ,  C^D,  e.  d.  d. 

b)  Si  dimostra  per  sovrapposizione  come  il 
caso  precedente. 

e)  Nei  cerchi  eguali  0,  0'  siano  eguali  le 
corde  AB,  CD;  ì  due  triangoli  AOB,  CO' D  sono 
eguali  (*)  come  aventi  i  tre  lati  euuali,  quindi 

0)  §  II,  leor.  5. 
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AOB=CO'D  e  quindi  per  il  caso  b),  arco  AB  = 
arco  CD,  e.  d.  d. 

Corollario.  La  retta  che  partendo  dal  centro 
divide  la  corda  per  metà  e  ad  angoli  retti  (^)  di- 
vide per  metà  anche  l'arco;  onde  una  regola  per 
dividere  un  dato  arco  per  metà. 

Teorema  :2.  L' angolo  al  centro  AO  B  h  doppio  del- 
l'angolo  alla  circonferenza  ACB  che  insiste  sul  mede- 
simo arco  A  B. 

Si  congiung-a  CO  che 
taglia  la  circonferenza 
in  M\  nel  triangolo  j4.(?C 
si  ha  (^) 

aom=aco  +  óm:; 

ma  essendo  AO  C  iso- 
scele, sarà 

A^O  =  OAC 

ossia  AOM  doppio  di  A  CO;   similmente   sarà 

BOM  doppio  di  BCO,  onde  sommando   (o   sot- 
traendo), sarà  A  OB  doppio  di  ACB,  e.  d.  d. 

Teorema  3.  Gli  angoli  alla  circonferenza  che  insi- 
stono sul  medesimo  arco  sono  eguali  o  supplementari. 

a)  Siano  dapprima  gli  angoli  ACB,  A  DB 
alla  circonferenza,  che   insistono  sul  medesimo 


(1)  §  VII,  leor.  2. 

(2)  §  V,  teor.  4. 
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arco  0  sono  noi  modesimo  segmento.  Questi  an- 
goli essendo  metà  del  medesimo  A  Oli  {'^)  sono 
eguali. 

C         ^ 


Klg.  51. 


Ffg.  53 


b)  Siano  gli  angoli  ACB,  A  I)  li  che  insi- 
stono sul  modesimo  arco,  ma  in  segmonli  diversi. 
Si  congiunga  CD;  allora  (caso  precedente)  si  ha 

.1  C  1)  =  A  ni)   e    li  C  li^  li  A  I)\ 

onde  aggiungendo  di  comune  A  D  B,  viene: 

.1  C  lì  +  l)  C  li  + 

A  If  li  =  A  fi  n-\-  li  A  1)  -}-  .1  l)H\ 

ma  quosl'  ultima  somma  vale  2  retti  (')  onde  an- 

clie  la  prima  vale  due  retti,  ossia  ACB  ed  A  DB 
sono  supplementari,  e,  d.  d. 


(«)  Teor.  2. 
(»)  5  V,  teor.  4. 
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Corollario  1.  Gli  angoli  nel  medesimo  seg- 
mento 0  in  segmenti  eguali  sono  eguali. 

2.  Nel  quadrilatero  inscritto  in  una  circon- 
ferenza, gli  angoli  opposti  sono  supplementari. 

Teorema.  4.  L'angolo  nel  semi-cerchio  è  retto. 

Sia  l'angolo  ACB  nel  se- 
mi-cerchio; si  congiunga 
CO.  Essendo  A  OC  isosce- 
le, sarà 

G  A0  =  ACO 
èssendo  CO B  isoscele,  sarà 

GB  0  ^  B  CO; 
onde 

C  AO  +  C  B  0=  ACl}, 

ma  la  somma  di  questi  tre   angoli  valendo   due 
retti  (^)  sarà 

CAO-{-CBO  =  ÀCB=  P, 

e.  d.  d. 

Corollario.  L'angolo  in  un  segmento  mag- 
giore del  semi-cerchio  è  acuto;  quello  in  un 
segmento  minore  è  ottuso. 

Teorema  o.  L'angolo  formato  da  una  tangente  AT 
e  da  una  corda  A  B  b  uguale  all'  angolo  nel  segmento 
esterno  A  M  B. 

Si  congiunga  A  0,  che  sega  la  circonferenza  in 


(1)  i  V,  tcor.  4. 
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C,  e  si  tiri  C  D.  L' angolo  C  B  A  è  retto  perchè 

m»  nel   semicerdrio  ('},   onde 

*■  M ^^^         ^^ 

ACn  +  CAB=ì''\ 

ma   essendo  -1  T  tangente 
anche 

CAB-\-BAT=i''[% 
da  cui 


ACB  =  B  A  Ty 


e.  d.  d. 


Prolungando  la  AT  in  AT,  l'angolo  T'AB  e 
l'angolo  nel  segmento  minore  AB  saranno  eguali 
come  rispottivumente  supplementari  degli  angoli 

uguali  BA  Te  BCA  Ci- 

Problema.  Sopra  un  dato  sejjmento  rettilineo  A  B 
costruire  un  segmento  di  cerchio  capace  d'un  dato  an- 
golo M. 

Si  faccia  sulla  A  B  e  nel  punto  A  (*)  l'angolo 

B  A  C  —  M;  si  divida  .1  />'  per  metà  in  Z>  e  s'in- 
nalzino le  perpendicolari  D  F  a.d  AB  e  A  E  ad 
AC;  queste  s'incontreranno  perchè  A  B,  A  C  non 


(M  Teor.  4. 

('■)  §  IX,  teor.  2. 

(Sj  ^  I,  teor.  3  e  §  X  leor.  3. 

(!)  §  IV,  probi,  2. 
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M^ 


sono  per  diritto  C)  e  sia  0  il  punto  d'incontro: 
si  congiung-a   0  B.   Essendo  i  / 

triangoli  A  DO,  B  DO   eguali         / 
perchè 

AD  =  BD 

OD  comune  e 

AD  0  =  0 DB, 

sarà  OA  =  OB  e  la  circonfe- 
renza descritta  dal  centro  0 
con  raggio  0  B  passerà  per  A, 
B  e  sarà  inoltre  tangente  ad 
^  C  in  .4  per  essere  A  0  per- 
pendicolare ad  AC[^).  Il  seg- 
mento AE B  h\\  segmento  ri-  ^ 
chiesto:  infatti                                     Fìg.  55. 


AEB  =  BAC{'),  ma  BAC^M.  onde  AEB  =  }L 
e.  d.  f. 


(M  §  V,  tpor.  2,  coroll. 
(i*)  l  IX.  Icor.  1. 
(3)  Teor.  5. 


SEZIONE  III. 
LE    LINEE    PROPORZIONALI 


§  XI.  Grandezze  proporzionali. 

Rappresentiamo  cou  ABC,...  grandezze  di  spe- 
cie qualunque  ';,  ammettendo  perù  che  sia  defi- 
nito il  significato  dell'eguaglianza  e  dell' addi- 
zione per  lo  grandezze  di  quella  specie.  Se  dunque 
A,  li,  C  sono  grandezze  omogenee,  si  ammette  di 
saper  scomporre  A  in  due  parti  B  e  C:  e  si  scrivo 
A  =n-[-C,  e  C  =  A  —  B;  inoltre  A>B,  A>C. 

Se  A  si  forma  con  2,  3,...  m  parti  eguali  a  B, 
si  dirà  che  .1  è  mollejjlice  di  B  secondo  i  nu- 
meri 2,  3,,...  m  e  si  scrive  A  =2B,  S  B,...  m  B;  e 
B  si  dice  2.%  3.%...  m*"""  parte  di  A. 

Dal  significalo   attribuito  ad  m  A  risulta  che 

{ni  -f-  il]  A  =  m  A  +  n  -J, 


(*)  Nel  presente  capitolo  che  appartiene  alla  teorica  generale  dello 
grandezze,  le  lettere  maiascole  rappresentano  quantità  concrete,  le 
minuscole  numeri  interi  astratti.  Per  conciliare  il  rigore  teorico  col 
piano  dell'opera  ci  siamo  astretti  alla  massima  concisione,  ed  abbiam 
usalo,  unicamente  per  abbreviare  la  dicitura,  di  eguaglianze  o  dis- 
uguaglianze che  non  vanno  però  scambiate  con  Tormole  algebriche. 
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ed 

mA  +  mB  =  m{A-{-  B]. 

Definizione  1.  Se  le  grandezze  A  q  B  sono  tali  che 

nA  =  ìn  B  (cioè  se  ^  è  composto  di  m  di  volte  la  w"'»"»  parte 

di  B)  diremo   che   rapporto  ài  A   a   B  h   espresso  dal 

„      .         .     in  .  m  . 

numero  frazionano  —  e  scriveremo  J.  :  i>= — .  be  in- 
n  n 

vece  sarà 

n  JL  >  Hi  -E,     0    n  A<^  m  B. 

diremo  che  il  rapporto  éì  A  a  B  h  rispettivamente  mag- 

,.    m 
eiore  o  minore  di  ■ —  e  scriveremo 

^  n 

A:B>^,     0    A:B<^n. 
n  n 

2.  Date  quattro  grandezze  A,  B  e  C,  B:  ne  tutti  i 
numeri  eguali,  maggiori  o  minori  di  A:  B  sono  anche 
rispettivamente  eguali,  maggiori  o  minori  di  C:D,  si 
dice  che  i  rapporti  A:  B,  C  :  B  sono  eguali,  o  che  le  gran- 
dezze date  sono  in  proporzione  o  proporzionali.  Si  scrive 
A:  B  =  C  :  D,  e  si  enuncia  che  X  e  B  stanno  fra  loro 
come  C  e  B. 

3.  So  invece  esiste  un  numero  minore  ài  A: B  e 
non  minore  di  C  :  D,  si  dice  che  il  rapporto  A:  B  è  mag- 
giore di  C  li). 

4.  Quando  tre  grandezze  omogenee  sono  lali  che 
A  :  B=  B  :C,  si  dice  che  esse  formano  nudi  proporzione 
continua  e  B  si  dice  media  proporzionale  o  geometrica 
fra  A  e  C. 

Assioma.  Secondochè  la  grandezza  A  è  uguale,  mag- 
giore 0  minore  di  B,  una  molteplice  di  A  sarà  eguale, 
maggiore  o  minore  dell' equiraolteplice  di  B. 


0)  Quando  si  tratta  del  rapporto  di  due  graDdezze  s'intende  sempre 
clic  esse  sieno  omogenee  e  finite;  cioè  che  si  possa  prendere  della 
minore  una  tale  molteplice  che  superi  la  maggiore. 
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Teoremi  sulle  proporzioni. 

«)  Risulta  dalla  definiziono  1."  che  secondo 

che  .1  :B  sarà  eguale,  maggiore  o  minore  di  — , 

li:  A  sarà  rispettivameule  eguale,  minore  o  mag- 
li 
giore  di  — .  Se  dunque  A:  B  =  C:  D,  sarà  anche 

(def.  2.')  n:A=C:  1). 

b)  Se  A  =  C  evidentemente  A  :  B  =  C:B. 

e)  So  A  >  C,  sarà  A:  B>C'.  B.  Infatti  si  po- 
trà sempre  prendere  n  tanto  grande  che  sia 

n{A-C)>lì 

(nota  a  paj^.  precedente);  uia  vi  sarà  una  prima 
molteplice  di  B  che  raggiungerà  o  supererà  n  C 
cioè  : 

n  O'm  -Ì)B 


mentre 


ossia 


n  C^m  B, 


n 

Ora  sommando  n{A  —  C)  con  n  C,  si  ha  a  maggior 
ragione 

n  A>m  B, 

ossia 

A:B>—, 
n 
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e  quindi  (def.  3.'') 

A\B>C:B, 
e.  d.  d. 

d)  Se  A:B  =  C:n,  sarà  A  =  C.  Infatti,  se 
fosse  A  >C,  od  A<:^C,  sarebbe  anche  per  e)  A:B 
maggiore  o  minore  ài  C'.B  contro  l'ipotesi. 

e)  Dai  ragionamento  fatto  a  e)  segue  pure 
che  se  è  ^  >  C,  sarà 

B:A<B\C. 

f)  Reciprocamente  a  e)  se 

A\B>C\B 

oppure  se 

B\A<B:C, 

sarà  A  >  G.  (Dimostr.  per  assurdo  o  anche  diret- 
tamente dalla  def.  3.*) 
9)  Se 

A\B=C\D, 
anche 

p  A\pB  =  qC  iqD\ 

per  la  def.  l.''  si  ha  infatti: 

m  C>n  D  e  m  A>n  B 

ma  per  l'assioma  precedente  sarà  anche 

m  qOnqD  con  mp  A>np  B 

e  cosi  nel  caso  dei  segni  =  e  <;  dunque  in  forza 
della  stessa  definizione  la  seconda  proporzione  è 
dimostrata. 
h)  Se 

A  :B  =  C:D 
e 

C:D  =  E:F, 

PlNCHEnLE.  5 
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aucho 

A:/}.^E:F; 

0  so 

A:n^C:l) 

e 
anche 

C.l)>E.F, 

A:/i>E:  F. 

j)  So  quattro  grandezze  omogenee  A,  li,  6', 
1)  sono  tali  che 

A:B=C:D, 
anche 

A  -\- C  :  li  -\-  lì    :  A  :  li. 

Infatti  secondo  che 

m  A  =^  Il  li,  0  >  n  li,  0  <.n  B 

sarà  anche  (dof.  2.")  rispettivamente 

m  C  =^  n  D,  0  >  n  /),  o  <.n  D\ 

adunque  sarà  anche  rispettivamente 

m  [A  +  C;  =  Il  {B  +  D),  o>n[n-\-  D], 

o<H  B  +  D, 

cioè 

A+C:B-{-D:=A:B, 

e.  d.  d. 

k)  Se  quattro  grandezze  omogenee  A,  B,  C, 
D  sono  tali  che 

A:B  =  C\D  ed  A>C, 

sarà  anche  B>D.  Infatti  sarà  (e) 

A:B>C:B, 
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onde  (/t) 

e  pertanto  (/)  B>D. 

m)  Se  quattro  ^Tandczzo  omogeneo  A^  B, 
C,  D  sono  tali  che 

A:B=^-C:D, 
sarà  anche 

A  :  C  =  B  :  1). 

Infatti  sarà,  {(j) 

m  A  :  m  B  =^n  C  :  n  D, 

ora  secondo  che  sarà  ni  A  maggiore,  minore,  o 
eguale  ad  n  C,  sarà  anche  (k)  m  B  maggiore,  mi- 
nore 0  eguale  ad  nD,  onde  (def.  2."). 

A:C=B:D. 
§  Xil.  Le  figure  simili. 

Definizione  1.  JJiic  poligoni  si  dicono  simili  quando 
.essi  hanno  gli  angoli  eguali  ciascuno  a  ciascuno,  ed  in- 
torno agli  angoli  eguali  1  lati  proporzionali. 

2.  In  due  figure  simili,  i  lati  corrispondenti  diconsi 
anche  omologhi. 


Fi2.  56. 


Teorema.  1.  Due  triangoli  ABC,  ABD  (o  due  pa- 
rallelogrammi) che  hanno  la  medesima  altezza,  stanno 
fra  loro  come  le  basi  BC,  CD. 
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Vale  la  proporzione 

CD\DB=  A  BC'.BAD. 

Infatti  si  prenda  di  i?Cla  molteplice  BE  secondo 
qualunque  numero,  2  p.  os.,  e  di  /?  i)  la  molte- 
plice BF  secondo  qualunque  altro  numero,  p.  es., 
3,  osi  congiunta  AE,  A  F.  Il  triangolo  ABEs^vk 
molteplice  di  A  BC  come  B  E  ìi  molteplice  di  BC 
perchè  i  triang-oli  di  eguale  base  ed  uguale  al- 
tezza sono  equivalenti  ('),  e  così  B  A  F  ò  molte- 
plice di  BAD  come  BF  dì  BD.  Ora  secondo  che 
B  E  sarà  maggiore,  eguale  o  minore  di  BF  anche 
B  A  E  sarà  maggiore,  eguale,  o  minore  di  B  A  F, 
essendo  evidente  per  il  teorema  citato  del  §  VI 
che  alla,  base  maggiore  corrisponde  il  triangolo 
maggiore  se  l'altezza  è  la  stessa:  e  con  ciò  ('')  è 
dimostrata  la  proporzione.  I  parallelogrammi  es- 
sendo doppi  dei  triangoli  di  eguale  base  ed  eguale 
altezza  {'')  vale  per  essi  il  medesimo  teorema. 

Teorema  2.  Una  parallela  D  E  alla  base  A  B  di  un 
triangolo  ABC  determina  sui  lati  (o  sui  prolungamenti) 
segmenti  proporzionali;  e  reciprocamente  (fig.  57,  o8,  59). 

Si  congiunga  DC,  E  A.  I  triangoli  BDE,  DEA 
avendo  eguale  altezza,  stanno  fra  loro  come  le 
basi  {*)  cioè 

BD\DA  =  BED:DEA\ 

cosi  1  triangoli  BED,  EDC  danno 

BE:EC^BED:EDC; 


(1)  §  VI,  teor.  5,  coroU. 

(2)  §  XI,  def.  2. 

(3)  §  VI,  teor.  5. 
(♦)  Teor,  1, 
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ma 


DEA  =^EDC 


come  aventi  eguale  base  e  uguale  altezza  (^)  on- 
de sarà  (*) 


D  E 

Fig.  r,7.  Fig.  5S. 

BED:DEA  =  fìED:EJ)C, 

da  cui  (^) 

BD:DA=^BE:EC, 

e.  (I.  d. 

ED  B 


A  C 

Fig.  59.  Fife'.  60. 

Reciprocamente  se  D  ed  E  presi  ambedue  sui 
lati  od  ambedue  sui  loro  prolungamenti  Ibssoro 
tali  che 

liD.DA  ^RE.EC 


(i|  §  VI,  l.'or.  5. 
(■•')  i  XI.  i-. 

C'j  §  XI,  A. 
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e  ]&  DE  non  fosse  parallela  ad  A  C,  si  potrebbe 
condurre  ]Si  D  F  parallela  ad  A  C  o  si  avrebbe 

BD:])A  =  BF:FC, 

onde  (§  XI,  h) 

BE:EC  =  BF:FC 

e  (§  XI,  j  ed  m) 

BC:EC  =  BC.FC, 

da  cui  (§  XI,  d) 

EC  =  FC, 

ossia  E  ed  F  coincidono. 

Teorema  3.  Due  triangoli  ABC,   D E F  che.  hanno 

A         A      A         A    A         A 

gli  angoli  rispettivamente  uguali,  A  =  JJ,  B=^E,  C  =  F, 
sono  simili. 

Si  pon^a  il  triangolo  DEF 
per  modo  cbe  il  punto  D 
venga  in  C  ed  il  lato  JJ  F 
per  diritto  ad  AC;  indi  si 
prolunghino  AB,  EF  che 
s' incontrino  in  G: 
Essendo 


Fig.  61. 


BCA=EFD, 


sarà(')  BC  parallela  ad  EF,  e  così  DE  è  parallela 
ad  AG.  Ne  risulta  che  BCEG  è  un  parallelo- 
grammo e  (-) 

GE  =  BC,    BG  =  DE. 


(1)  §  V,  lonr.  1. 
(■•!)  §  VI,  teor.  2. 
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Nel  triangolo  AGF  essendo  la  J5C  parallela  a 
G  F  sarà  ('} 

AB:GB  =  AC:DF 
ossia 

AB:DE  =  AC:DF; 

ed  essendo  la  ED  parallela  alla  AG  hì  ha  simil- 
mente 

AC:1)F=GE:EF 
ossia 

AC:DF  =  BC:EF. 

Con  ciò  è  dimostrato  che  i  due  triangoli  equian- 
goli hanno  i  lati  intorno  agli  angoli  eguali  pro- 
porzionali, e  quindi  sono  simili. 

Corollario.  Se  duo  triangoli  hanno  due  an- 
goli eguali  a  due  angoli  (^)  essi  sono  simili. 

Osservazione.  I  lati  AB,  DE;  AC,  DF  e  BC,  EF 
sono  omologhi. 

Teorema  4.  Se  due  triangoli  ABC,  DEF  lianno  i 
lati  proporzionali,  A  B  :  D  E  =  B  C  :  E F  =.  C  A  :  F B,  essi 
sono  simili. 


C  D< 

Fig.  62. 

Si  facciano  in  D,  F  e  colla  DF  gli  angoli 
F  DM  =  X  D  F  N^  C: 


(1)  Teor.  2. 

(i*)  i  V,  (cor.  4,  roroll.  I. 
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lo  DM,  FN  s'incontrino  in  G.  Sarà  (') 

I)GF=}Ì; 

ed  i  triangoli  ABC,  DGF  avendo  gli  angoli  e- 
guali  daranno  (■) 

AB\DG  =  BC:GF=CA:FD, 
e  confrontando  coli' ipotesi  sarà  (§  XI,  h) 

AB:DG^AB:DE,    B  C  :G  F=  B  C:  EF, 
onde  (§  XI,  d) 

DG  =  DE,    GF  =  FE. 

I  due   triangoli  E D  F,   DFG  avendo   i   tre  lati 
eguali  sono  eguali  (')  od  hanno  quindi 

EFD  =  DFG,    EDF=FDG', 
ma  per  costruzione 

DFG  =  C,    F1)G  =  A 

quindi 

EFD  =  C,    E1)F=A 
ed  i  triangoli  ABC,  DEF  sono  simili  ('),  e.  d.  d. 
Teorema  S.  Se  due  triangoli  ABC,  DEF  hanno  un 

A  A 

angolo  eguale   B  =  E  compreso  fra  lati   proporzionali, 
A  B:  D  E^=B  C:  E F,  i  triangoli  sono  simili. 

Si  facciano  in  E,  F  sulla  baso  E F  gli  angoli 
FEM  =  FED  =  B,  e  EFN  =  C; 


(')  §  V,  teor.  4,  coroll.  1. 

(«)  Teor.  5. 

(3)  §  II,  teor.  5. 

{*)  Teor.  3,  coroU. 


Le  linee  proporzionali. 


73 


le  E M,  F N  s'incontrino  in  G\  sarà  (*) 

E  GF=  A 

ed  i  triangoli  BAC,  EGF  perchè  equiangoli  da- 
ranno 

AB:EG  =  BC:EF; 


C 

Fig.  63. 

e  confrontando  coli' ipotesi,  verrà  (§  XI,  h) 

AB:DE  =  AB:EG, 
onde  (§  XI,  d) 

DE=EG. 
I  triangoli  DEF,  GEF  Rvondo  pertanto  DE=EF, 

E F  (comune  o  IJEF=FEG  saranno  eguali  ('■')  ed 
avranno: 

EFG  =  EFJ), 
ma  per  coslruziono 

EFG  =  (: 


(1)  §  V,  Icor.  ',,  coroll.   ). 
(^)  §  n,  l.'or.  1. 
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quindi 

ed  esscudo  per  ipotesi  anche 

i  triangoli  ABC,  DEF  saranno  simili  ('j,  e.  d.  d. 

Teorema  6.  Due  poligoni  simili  ABC  DE,  FGJIKL 

si  possono  scomporre  in  ugual  numero   di    triangoli   si- 
mili e  similmente  disposti. 


Fig.  Ci, 
I  poligoni  essendo  simili  si  ha  per  defiuiziouo 

A  AA  AA  AA  AA         A 

A  =-  b\  li  =  G,  C  =  Jf,  JJ  =  K,  E  =  /. 
e 

AB:FG  =  BC:GI1  =  CD:HK 
=  1)E:KL  =  EA:LF. 

Si  tirino  due  diagonali  BE,  BD  nel  primo  poli- 
gono e  le  corrispondenti  GL,  GK  nel  secondo, 

A  A 

I  triangoli  AB  E,  FG  L  avendo  .1  =  F  ed 
EA:LF=AB:FG 


{>)  T.-or.  3,  coroU. 
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per  ipotesi,  sono  simili  (')  e  per  conseguenza 

AEB^FLG,  e  AB  :F G  =  E B:  LG. 
Essendo  per  ipotesi 

aTd  =  FLI{, 

togliendo  da  questi  gli  angoli  eguali  AEB,  FLG 
rimane 

BED^GLK\ 
essendo  per  ipotesi 

AB:FG  =  DE:KL 
e  dai  triangoli  precedenti 

AB:FG  =  EB.LG, 

viene  (§  XI,  h) 

EB:LG  =  DE:KL 

ed  i  triangoli  BED,  GLK  sono  simili.  (")  In  modo 
del  tutto  analogo  si  dimostra  la  somiglianza  dei 
triangoli  BCD,  GHK. 

Corollario.  Il  rapporto  dei  perimetri  (§  XI,  j) 
e  delle  diagonali  corrispondenti  di  due  poligoni 
simili  è  uguale  al  rapporto  dei  lati  omologhi. 

Teorema  7.  Due  poligoni  simili  ad  un  medesimo  sono 
slmili  fra  loro. 

La  dimostrazione  atTatto  ovvia  si  lascia  al  let- 
tore. 


(1)  Teor.  a. 
(-)  Ti  or.  5. 
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§  XIII.  —  Teoremi  sulla  bisettrice,  ecc. 

Troiikma  1.  La  biscdiicc  lì D  (ìcll'angolo  al  vertice 
(li  un  Iriaiigolo  A  lì  C  divide  la  base  in  parli  proporzio- 
£  Itali  ai  lati. 

Si  tiri  tla  C  la  paralielu  CE 
alla  bisottrieo  fino  all'incontro 
(li  Ali  prolungala  in  E.  Le  pa- 
nillelo  lì  lì,  CE  segato  da  li  E 
(unno  gli  angoli  corrispondonli 

C  ABD^B  E  C, 

0  segate  da  BC  fanno  gli  an- 
goli alterni  interni  BCÈ=  CUI);  ma  per  ipotesi 

A  n  I)  —■  C  B  /^ 
onde  per  eguaglianza 

BGE=--BEC\ 

essendo  con  ciò  il  triangolo  EBC  isoscele  (')  sarà 

BC^BE. 

Ma  dal  triangolo  AEC  in  cui  BD  è  parallela  alla 
EC  si  ìmC) 

CB-.DA^BE'.BA, 


(>)  §  11,  teor.  4. 
(2)  §  XII,  tcor.  2. 
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onde 

CD'.DA  =BC:BA, 
e.  d.  d. 

Teorema  2.  La  bisettrice  B  B'  dell'angolo  esterno 
al  vertice  del  triangolo  ABC,  determina  sul  prolunga- 
mento della  base  due  segmenti  AD',  CD'  proporzionali 
ai  lati  AB,  GB. 

Dal  punto  C  si  tiri  la  parallela  alla  bisettrice 
fino  all'incontro  in  E'   col  lato   B  A;   gli  angoli 


B  E' C,  H  B  D'  sono  eguali  come  corrispondenti, 


e  gli  angoli  B  C  È',  G  B  D'  sono  eguali  come  al- 
terni-interni;  ma  per  ipotesi 


onde 


HBD'  =  CBD', 


BE'  Q  =  BGE' 


perciò  il  triangolo  B  E'  C  è  isoscele  e  BE'  =  BC. 
Ma  dal  triangolo  B  D' A  in  cui  E' C  è  parallela 
Si  BD'  si  ha 


onde 
e.  d.  d. 


AB:BE'  =  AD':D'C, 
AB:BC  =  AD':D'C, 
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Teohema  3.  Se  iii  un  triangolo  rettangolo  A  Ji  C  si 
abbassa  dal  vertice  dell'angolo  retto  lu  pcrpeudicolaro 
Ji  J)  air  ipotcnusa: 

a)  Si  formano  due  triangoli  simili  all'  inlcro  Iriaii- 
"golo  e  simili  fra  loro. 

h)  Ogni  cateto  ò  media  proporzionale  fra  l' intera 
ipotcnusa  ed  il  sogmenlo  dell'  ipotenusa  più  prossimo  ad 
esso. 

f)  L'altezza  H  D  ìi  mrdia  pro|)or/.iouale  fra  i  due 
segmenti  dell'  ipotenusa. 

(i)  1  Irianjroli  ABC,  Alili 
sono  simili  corno  aventi 


Dli 


ne 


perchè   rolli,   fi  AC  coQiuno, 

e  (iuinili('j  AJil)  ~  liCA.  Analo^amenlo  sono  .si- 
mili i  triangoli  AliC,  li  U  C.  inllno  i  Irianj^oli 
ìtlJ^i,  liDC  sono  simili  come  simili  al  medesimo 
triangolo  ABC.  (') 

h)  Nei  triangoli  simili  ABC,  ABD  scrivendo 
la  proporziono  fra  i  lati  omologhi  AI),  BA  op- 
posti agli  angoli  eguali  ABI),  BCA  e  B  A,  AC 
opposti  agli  angoli  eguali  ADB,  ABC,  si  ha: 

AI):B  A=BA:AC', 
e  cosi  dai  triangoli  ABC,  BDC  si  ha: 

I)C:BC--^BC:AC, 
e.  d.  d. 


(M  §  V,  teor.  4,  coroU.  1, 
(»)  §  XII,  toor.  7. 
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e)  Scrivendo  la  proporzione  fra  i  cateti  omo- 
logiii  (opposti  agli  angoli  eguali)  dei  triangoli 
ABD,  BDC,  si  ha: 


e.  d.  d. 


AD:BD=BD:DC, 


§  XIV.  —  Problemi.    ' 


PuOBLEMA  1.  Trovare  \a.  n''""»  parte  di  un  scgmcutu 
AB. 

Si  faccia  nel  punto  A   *    E 
e  colla  A  B  un  angolo      ""^^ 
qualunque    BAH  e   si  D 

prenda  su  AM  un  seg- 
mento qualunque  A  D 
che  si  porta  n  volte  da 
A  verso  M -,  sia  C  il 
termine  dell' w*"""  seg- 
mento; si  unisca  BC  e 


Fig.  68. 


si  tiri  da  D  la  parallela  DE  ^  BC.  Nel  triangolo 
BAG  si  ha(^) 


ma 

dunque  anche 


A  E:  AB^- AD:  AC 
nAD= A C 


nAE=AB, 
e  AE  ò  la  n*'"'«  parte  di  AB,  e.  d.  f. 


(J)  §  XII,  tcor.  2. 
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l'iiOBLEMA  2.  Dividere  un  dato  segmento  A  B  in  parli 
proporzionali  a  due  segmenti  dati  P  e  Q. 

P 

Q. 


Si  faccia  nel  punto  .1 
0  colla  .4  B  un  angolo 
qualunque  BAM,  e  sul- 
li  AM  si  prenda 

AC  =  P,    DC  =  Q. 

Si  coDgiunga  BD  q  dal 
punto  G  si  tiri  la  paral- 
j^Mlela    CE   alla    B  D.   Dal 
Fig.  <;o.  triangolo  BADO  si  ha 

AE:EB=AC:DG  =  P.Q; 

ossia  il  punto  E  divido  la  A  B  nel  rapporto  in- 
dicato. 

PuoBi.EMA  3.  Trovare  la  quarta  proporzionale  fra  tro 
segmenti  dati  P,  Q,  fì, 


E     ìi 


Fi^.  70. 


Si  faccia  un  angolo  qualunque  MAN  e  si  pi- 
glino sul  lato  AM  i  segmenti  AB  =  P,  BC=Q, 
e  sul  lato  AN  il  segmento  AD  =  R.  Si  congiun- 


(1)  §  XII,  teor.  2. 
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ga  BD  e  da  C  si  tiri  la  parallela  CE  a  BD;  la 
quarta  proporzionale  richiesta  è  DE.  Infatti  nel 
triansTolo  ^  CE  si  ha 


A  B:BC  =  AD:DE, 


equivalente  a 


e.  d.  f. 


P:Q^B:DE, 


Problema  4.  Trovare  la  media  proporzionale  fra  due 
segmenti  dati  P  e  Q. 

Sopra  una  retta  indefinita  si  facciano  i  due 
segmenti  AB=P,  BC=Q;  sulla  AC  come  dia- 
metro  si   descriva  una 

semi  circonferenza  ;    si  q. . 

innalzi   la   perpendico-  P' • 

lare  BD  alla  \A  C  fino 
all'incontro  colla  cir- 
conferenza. Unendo'/)-!, 
DC,  l'angolo  ADC  nei 
semicerchio  risulta  ret- 
to (*),  e  nel  triangolo 
rettangolo  ADC  ìa.  per- 
pendicolare DB  calata 
dal  vertice  dell'angolo  retto  essendo  media  pro- 
porzionale fra  i  due  segmenti  dell'  ipotenusa  ('•'), 
sarà  B  D  \a.  media  proporzionale  richiesta  fra 
A  B  e  BC,  cioè  fra  P  e  Q. 


(1)  §  X,  teor.  4. 
(»)  §  Xni,  teor.  3. 

Pl.<ICIIEni,E. 
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Problema.  S,  Sopra  un  dato  segmento  AB  costruire 
un  poligono  simile  ad  un  poligono  dato  MNPQR. 

Il  (lato  segmento   -1  lì  debba  essere  omologo 
al  lato  MS. 


A 

Fife-.  72. 

Nel  poligono  dato  si  tirino  le  diagonali  M P, 
MQ.  Sulla  A  li  e  nei  punti  A,  B  si  facciano  gli 
auGroli 


DAC  =  NMP,    GBA  =  PNM\ 
ottenuto  il  punto  C,  sulla  A  C  e  nei  punii  A,  C 
si  facciano  gli  angoli 

DAC=QMP,    DCA^QPM; 
infine  ottenuto  il  punto  1),  sulla  A  D  e  nei  punti 
A,  D  si  facciano  gli  angoli 

E  AI)  =  KMQ,     EDA  =  RQM. 

Il  poligono  A  BOBE  è   il   poligono  richiesto; 
infatti 


per  costruzione, 


M N  P^ABC 


BCD^.YP  Q 
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perchè  formati  di  parti  che  si  sono  costrutte 
eguali; 

e 

BAE^^MNB. 

per  la  medesima  ragione,  infine 

AED=MRQ 

perchè  la  somma  degli  angoli  è  la  slessa  nel  due 
poligoni:  dunque  i  due  poligoni  hanno  gli  angoli 
eguali.  I  triangoli  ABC,  MNP  essendo  equian- 
goli danno  {') 

AB:MN=BC:NP--=AC:MP; 

i  triangoli  A  CD,  M PQ  danno  per  la  medesima 
ragione: 

A  C:  M  P  =  J)  C  :  Q  P=  D  A:  Q  M; 

infine  i  triangoli  A  E  D,  MRQ  danno 

n  A  :  Q  M  =  n  E  :  Q  R  =  A  E  :  R  M; 
ondo  confrontando 

AB:MN=BC:PN  =  J)C:QP 
=  DE:QR  =  EA:RM', 

dunque  i  due  poligoni  hanno  anche  i  lati  pro- 
porzionali ed  il  poligono  -1  R  C  J)  E  si  è  coslruito 
sulla  AR  simile  al  poligono  MNPQR,  e.  d,  f. 


0)  S  XIII,  teor.  3. 
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§  XV.  —  Seganti  nel  cerchio. 

Definizione.  Quattro  grandezze  A,  B,  C,  D  si  dicono 
inversa  me  ti  te  proporzionnìi  quando,  scritte  in  un  deter- 
minalo online,  il  rapporto  della  prima  alla  terza  è  uguale 
al  rapporlo  della  quarta  alla  seconda;  A:C=D:B. 

Teuhkm.v  1.  Se  in  un  cerchio  si  conducono  da  un 
punto  A  le  corde  BC,  DE,  i  quattro  segmenti  AB,  AC, 
AD,  A  E  terminati  in  ^1,  sono  inversamente  proporzio- 
nali. 


Fig.  73. 


Fig.  l'i. 


Infatti  unendo  1)C,  BE  ì  triangoli  BAE,  DAC 
sono  simili  ('}  come  aventi  l'angolo  A  comune 
oppure  opposto  al  vertice  e 

BEÌ)  =  BC1) 

perchè  nel   medesimo  segmento;  (■)   onde  i  lati 
corrispondenti  saranno  in  proporzione,  e 

.17?:.l  n='AE\AC, 
e.  d.  d. 


(1)  §  XII,  tcor  3. 
e)  §  X,  t..or.  3. 
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Teorema  2.  Se  in  mi  cerchio  si  conducono  una  tan- 
gente J.i>  ed  una  secante  ABC,  la  tangente  è  media 
proporzionale  fra  l'ititera  secante  yl  C,  e  la  parte  esterna 
AB. 

Si  con^iunga  DB,  DC.  I  triaugoli  A  DB,  ADG 
A 


Fig.  75. 

sono  simili  come  aventi  DAB  comune  e 

ÀDB  =  ÀCD;  C) 

onde  i  lati  omologhi  saranno  in   proporzione,  e 

Ali:  AD  ^  A  D  :  .1  C, 
e.  d.  d. 


(1)  §  X,  leor.  5. 


PAETE  SECONDA. 
GEOMETRIA   SOLIDA. 


SEZIONE  I. 
IL  PIANO  E  LA  LINEA  RETTA 


§  XVI.  Intersezioni  di  piani  e  rette. 

Definizione  1.  Il  piano  è  una  superficie  indefinita 
e  tale  che  la  linea  retta  che  congiunge  due  qualunque 
dei  suoi  punii  vi  è  contenuta  per  intero  (v.  Introduz., 
postai.  4  e  5). 

Segue  da  ciò  che  una  linea  retta  non  può  avere  con 
un  piano  più  di  un  punto  a  comune  senza  essere  tutta 
nel  piano. 

2.  Il  punto  in  cui  un  piano  è  intersecato  da  una 
retta  che  non  giace  in  esso  diccsi  piede  della  retta  ri- 
spetto al  piano. 

Teorkma  1.  Due  rette  AB,  A  G  che  s'incontrano  de- 
terminano un  piano  ed  uno  solo. 

Rappresentiamoci  un  piano  qualunque  che 
contenga  la  retta  AB,  indi  immaginiamo  che 
questo  plano  venga  spostato,  contenendo  pur 
sempre  essa  retta  AB:  in  altri  termini  il  piano 
ruoti  intorno  alla  retta  AB.  Preso  sulla  .1  C  un 
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Fig.  76. 


punto  e  qualunque  diverso  da  A,  fra  le  infl- 
uito posizioni  del  piano  ve  ne 
sarà  una  in  cui  esso  con- 
terrà il  punto  C:  in  questa 
la  retta  ^C  ha  i  due  punti 
A  e  C  nel  piano,  e  quindi  vi 
giace  per  intero.  (*)  Fissato 
il  piano  in  questa  posizione, 
esso  contiene  lo  due  retto 
A  li,  A  C;  diciamolo  P. 

Questo  piano  P  ò  il  solo 
che  contenga  ad  un  tempo 
.1 B  e  A  C;  sia  infatti,  se  è  possibile,  un  se- 
condo piano  F  contenente  puro  A  B  ad  A  C: 
se  Z)  è  un  punto  di  P,  si  potrà  condurre  da  D 
e  nel  piano  F  una  retta  che  incontri  A  B  in  E 
ed  .1  C  in  F;  la  E  F  avendo  i  punti  E  od  F  a  co- 
mune col  piano  P,  sarà  contenuta  in  P  per  in- 
tero, talché  il  punto  J)  di  P'  apparterrà  anche  a 
P.  Lo  stesso  valendo  per  tutti  i  punti  del  piano 
P'  i  due  piani  P  e  P'  non  sono  fra  loro  di- 
stinti. 

Corollario  1.  Per  tre  punti  non  in  linea  retta 
si  può  far  passare  un  piano  ed  uno  solo.  Infatti 
unendo  uno  dei  punti  cogli  altri  due,  si  hanno 
due  rotto  che  s'incontrano  e  che  determinano  un 
piano  passante  per  i  tre  punti.  Nò  un  altro  piano 
potrebbe  passare  per  i  tre  punti,  perchè  dovrebbe 
contenere  pure  quello  due  rette. 

2.  Per  una  retta  ed  un  punto  esterno  ad  essa 
si  può  far  passare  un  piano  ed  uno  solo.  Infatti, 


(1)  Del.  1. 
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presi  due  punti  qualunque  sulla  retta,  per  quelli 
ed  il  punto  dato  passa  un  piano  ed  uno  solo,  il 
quale  contiene  tutta  la  retta;  f^)  e  non  vi  sarà  un 
altro  piano  passante  per  la  retta  ed  il  punto,  per- 
chè dovrebbe  contenere  altresì  i  due  punti  presi 
sulla  retta  e  si  avrebbero  così  due  piani  passanti 
per  gli  stessi  tre  punti  non  in  linea  retta,  con- 
tro il  corollario  precedente. 

3.  Per  due  rette  parallele  si  può  far  passare 
un  piano  ed  uno  solo.  Infatti  due  rette  parallele 
sono  per  definizione  (^)  in  uno  stesso  piano;  e 
siccome  per  una  di  esse  ed  un  punto  dell'altra 
passa  un  piano  solo,  così  passa  un  solo  piano  per 
le  due  rette  parallele. 

Osservazione.  Due  rette  prese  ad  arbitrio  nello  spa- 
zio, in  generale  non  si  incontrano,  ne  sono  parallele, 
vale  a  dire  non  esiste  un  piano  che  le  contenga  am- 
bedue. 

Teorema  2.  L'intersezione  di  due  piani  è  una  linea 
retta. 

Se  infatti  sull'  intersezione  dei  duo  piani  si 
prendono  due  punti  qualunque,  la  retta  che  li 
congiunse  giace  per  intero  sì  nell'uno  che  nel- 
l'altro piano,  e  quindi  fa  parte  della  intersezione. 
E  se  sull'intersezione  vi  fosso  un  punto  non  ap- 
partenente a  questa  retta,  i  due  piani,  avendo  a 
comune  una  retta  od  un  punto  fuori  di  essa;  do- 
vrebbero coincidere.  (") 


(1)  Def.  1. 

(2)  Inlrod.  del.  13. 

(^)  Teor.  i,  coroll.  2, 
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§  XVII.        Sistemi  di  rette  e  piani 
perpendicolari. 

Defixi/ioxe  1.  l'im  linea  rcHa  dicesi  perpendicolo  re 
liti  un  piano  (|iinndo  essa  ò  pcrpotidicolare  a  lullc  lo 
rollo  che  passnno  per  il  suo  piede  e  giaciono  nel  piano, 
od  il  piano  dicesi  puro  perpendicolare  alla  retta. 

TKOaKMA  1.  Se  una  linea  rclla  e  perpcudioolarc  a 
due  rette  che  passano  per  un  suo  punto,  essa  e  perpou- 
tlicolnre  al  piano  dcloraiinalo  da  quelle  due  rette. 

Siano  lo  tluG  rette  DA, 
0  li,  Q(ì  0  M  perpendico- 
lari nd  anìbeduo;  lo  rotto 
UÀ,  Oli   determinano    un 

\  -~ùn/\\      \         eessariamonte  ('j   fuori    di 
\  ^^Hr^^^^V--P  \         M^'^'^^o  piano  od  0  no   ò  il 

^ '■'  ^^1    ^^^    '         |.iedo.  Dico  elio  OM  è  por- 

pendicolaro  a  PQ,  cioè  (°) 
a  qualunque  rotta  OC  elio 
passi  poi  suo  piode  o  sia 
eonleriuta  noi  piano. 
Si  prolunghili  la  OM  al  di  là  del  punto  tf,  o  si 
pij^lino  da  ambo  lo  parli  i  .soj^mouti  eguali  0  M, 
OM';  si  tiri  una  rotta  ACB  nel  plano  PQ  tato 
da  intorsocare  lo  0  A,  0  li,  OC,  o  si  congiunjrano 
MA,  M'  A,  MB,  M  li,  M  C,  M'  C.  I  triangoli  M  0  A, 
M' 0  A  essendo  rettangoli  in   0,  avendo  OA  co- 


(I)  §  XVI,  Icor.  1. 
(s)  §  I,  Icor.  1. 
(>)  Uermiz.  1. 
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mune  ed  0  3I=0M',  sono  eg-uali  C)  e  danno 
MA  =  M'  A;  per  le  medesime  ragioni  i  triang-oli 
MOB,  AI'  0  B  danno  M  B  =  M'  B :  pertanto  i  trian- 
goli A  MB,  AM'B  sono  eguali  come  aventi  i  tre 
lati  eguali,  e  danno 

M  AB  =  iW  A  B. 
I  triangoli  MAC,  M'  AC,  avendo 

M  AC  =  31' A  C, 
AG  comune  ed  AM=AM',  sono  pure  eguali,  e 
danno  M  C  =  31'  C ;  finalmente   i  triangoli  MOC, 
M'  0  C  hanno  31 0  =  31' 0,  OC  comune.  CM^C  M', 
da  cui  ('^) 

MO  C=-  31'  0  C; 
ma   questi   angoli   essendo   conseguenti,  saranno 
reUi,  e  la  31 0  è  perpendicolare   ad  0  C,  e.  d.  d. 

'^  Teorema  2.  Le  varie  rette  AC, 
AB,  A  E,...  i)erpenclicolarialla  stessa 
retta  AB  nel  punto  A,  si  trovano 
in  un  medesimo  piano  perpendicolare 
alla  retta  AB. 

Infatti  le  due  rette  AC,  AD 
determinano  un  piano.  (^)  Se  que- 
sto contiene  la  A  E,  il  teorema 
è  dimostrato.  Se  è  possibile , 
questo  piano  non  contenga  la 
A  E:  allora  esso  intersecherà  il 
piano  BAE  secondo   una  rotta  A  E':  la  AB  es- 

(1)  §  H,  teor.  l. 
(-)  §  H,  leor.  5. 
(3)  §  XVI.  teor.  1. 
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sendo  perpendicolare  all;i  AC,  AD  del  piano  CAD 
sarà  porpondicolaro  anche  ad  AE'  ('),  o  con  ciò  si 
avrebbero  due  perpendicolari  A  E,  A  E'  alla  retta 
A  li  nello  stosso  piano,  il  che  ò  impossibile.  (") 
A<liin<ine  tutto  lo  perpendicolari  ad  AD  noi  punto 
A  devono  trovarsi  nel  [liano  CAD  perpendicolare 
ad  A  D,  e.  d.  d. 

■^T^Teoiiema  3.  Da  nn  punto  dato  .1  non  si  può  con- 
durre pili  (li  una  rolla  ^l  li  perpendicolare  ad  un  dalo 
piano  P. 


k  : 


F.^ 


B B^ 

Fig.  80. 


a]  11  punto  .1  sia  dapprima  sul  piano  P,  e 
se  è  possibile,  si  abbiano  da  A  le  due  perpendi- 
colari AD,  AD'  al  piano  stesso.  Le  rette  AD,  AD' 
determinano  un  piano  che  sega  il  piano  P  secondo 
la  retta  A C,  ed  esse  rette  AD,  AD'  sono  ambe- 
due perpendicolari  ad  AC;  {')  e  con  ciò  si  avreb- 
bero duo  per]>endicolari  AD,  AD'  alla  rotta  AC 
contenuta  nello  stesso  piano,  il  che  è  impossibile; 

b)  Il  punto  A  sia  esterno  al  piano  P,  e  se 
è  possibile  siano  -1  D.  A  B'  duo  perpendicolari  al 


(»l  Teor.  1. 
(■-)  §  I.  teor. 
(3)  D.f.  I. 


Il  piano  e  la  linea  retta. 


95 


piano  stesso.  Il  piano  AB,  AB'  sega  il  piano  P 
secondo  una  retta  BB'  formando  il  triangolo 
BAB':  ma  questo  ha  per  ipotesi  gli  angoli  in  B 
ed  in  B'  retti,  il  che  è  impossibile  (^),  cioè  dal 
punto  A  non  si  può  abbassare  al  piano  P  più  di 
una  perpendicolare. 

N^EOREMA  4.  Da  un  punto  C  non  si  può  condurre  ad 
una  data  retta  A  B  più  di  un  piano  perpendicolare. 


Fig.  81. 

a)  Il  punto  C  sia  dapprima  sulla  retta  A  B, 
e  se  è  possibile  siano  P,  Q  due  piani  passanti  per 
C  e  perpendicolari  ad  .4  B.  Si  faccia  passare  per 
^17?  un  piano  qualunque  R  che  seghi  i  piani  P,  Q 
secondo  le  rette  CD,  CE;  per  ipotesi  la  retta  A  B 
sarebbe  perpendicolare  alle  CD,  CE,  il  che  è  im- 
possibile, essendo  queste  tre  rette  in  uno  stesso 
piano. 

h)  Il  punto  G  sia  fuori  della  A  /?,  e  se  e 
possibile  siano  P,  Q  due   piani  passanti  per  C  e 


(1)  §  IV,  tcor.  2. 
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perpendicolari  ad  A  7?,  e  queslì  seghino   la  AB 
nei  punti  E,  F  rispettivamonle. 

Si  conpriung'a  CE,  CF:  si  formorebbo  il  trian- 
p^olo  ECF  avLMito  p^li  angoli  in  E,  F  vciVi  por  ipo- 
tosi,  il  elio  è  impossibilo,  talché  por  il  punto  6'  non 
può  passare  più  di  un  piano  porpondicolaro  ad  .1  J>'. 

W  Trorfma  8.  Se  da  un  punto  A  esterno  al  pinno  M 
partono  la  pcrpondicolare  AB  o.  varie  altre  rette  (oltli- 
quc)  .1  C,  A  D,  A  E,.,. 

n)  la  perpendicolare  sarà  minore  di  qualunque 
obliqua. 

b)  due  ol)lique  i  cui  piedi  siano  egualmente  di- 
stanti dal  piede  della  jerpcndicolare  saranno  eguali,  e 
reciprocamente. 

e)  di  due  oblique  i  cui  piedi  non  sono  egualmente 
discosti  dnl  piede  della  perpendicolare,  la  più  discosta 
è  la  maggiore. 

a)  Si  congiunga  fi  C,  li  D, 
li  E,....  Nel  triangolo  A  li  D,  ret- 
tangolo in  //,  il  cateto  Ali  ^ì  mi- 
noro doH'ipotonusa,  ossia  la  por- 
pondicolaro ò  minoro  di  qualun- 
que obliqua;  essa  dà  la  disianza 
del  punto  A  dal  piano. 

h)  Le  oblique  AI),  AC 
siano  tali  cho  liI)  =  JiC:  i  tri- 
angoli A  BD,  ABC  sono  eguali 
come  rettangoli  in  B,  aventi 
Accomuno  gBD  =  BC,  onda  C)  AD  =  AC.  Dimo- 
strazione analoga  per  la  reciproca. 

e)  Le  oblique  AD,  A  E  siano  tali  che  BE 
sia  maggioro   di    BD:  i   triangoli   ABI),  AB  E 


Fig.  83. 


(1)  §  W,  Icor.   I. 
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sono  rettangoli,  hanno    il  cateto  A  B  comune  e 
B  E'>BD,  sarà  quindi  per  il  teorema  di  Pitagora 

AE>AD. 

Corollario.  I  piedi  dello  obFique  eguali  sono 
sopra  una  circonferenza  avente  per  centro  il  piede 
de]la  perpendicolare. 

Teorema  6.  Se  dal  piede  della  perpendicolare  AB 
al  piano  31  si  conduce  la  perpendicolare  B  C  ad  una 
retta  ED  contenuta  nel  piano,  e  si  congiunge  il  piede 
C  di  essa  con  un  punto  qualunque  A  della  AB,  la  retta 
AC  sarà  perpendicolare  ad  EJ). 

Si  prendano  sulla  E  D  da.  una 
parte  e  dall'altra  del  punto  C 
le  lunghezze  eguali  CD,  CE 
e  si  congiunga  AD,  A  E.  I  trian- 
goli BCE,  BCD  avendo  gli  an- 
goli C  retti ,  CD  =  CE  e  BC 
comune,  sono  eguali  (^)  ed  han- 
no BE  =  BD.  Perciò  le  oblique 
A  E,  AD,  essendo  ugualmente 
discoste  dal  piede  della  perpen- 
dicolare, sono  eguali  (^J.  I  triangoli /l  5  £^,  ABD 
sono  rettangoli  in  B  per  ipotesi,  hanno  B  A  co- 
mune 0  BE^z^BD,  quindi  essi  sono  eguali  ed 
hanno  AE^^AD.  Infine  i  triangoli  AEC,  AKD 
sono  eguali  (")  come  aventi  AE  =  AD,  AC  co- 
mune e  CE=CD,  onde  ACE  =  ACD  e  questi 
angoli,  essendo  consogucnli,  sono  retti,  e,  d.  d. 


(1)  §  11,  Icor.  i, 
(-)  I  II,  tcor.  5. 
(3)  §  li,  teor.  5. 

Pl.NCIlEBl'E- 
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Osservazione.  Questa  proposiziono  è  conosciuta  sotto 
il  nome  di  teorema  (ielle  tre  perpendicolari. 

CoHOLLAHio.  La  retta  ED  essendo  perpcMidi- 
colaro  alla  JUi  per  costruzione  ed  alla  AC  per  di- 
nioslrazione,  sarà  (')  perpendicolare  al  piano  BC 1).  f 

§  XVlll.  Sistemi  di  rette  e  piani  paralleli. 

)H||,N 

ftiano  qviamlo  essa  non  lia  alcun  punto  a  comune  col 
l)iano. 

2.  Une  l'iani  iliconsi  paralleli  quando  non  hanno 
alcun  punto  a  comune. 

/^     Teoiu;m\  1.  Due  rette  perpendicolari  allo  stesso  piano 
'sono  parallele,  e  se  due  rette  sono  parallele,  qualunque 
piano  perpendicolare  ad  una  di  esse  b  ancliC  perpendi- 
colare all'altra. 

a)  Lo  rette  AB,  CD 
biano  ambedue  perpendico- 
lari al  piano  M.  Dico  che 
esso  sono  parallele,  cioè  ctie 
sono  in  un  medesimo  pia- 
no e  non  s'incontrano. 

Si    congiunga   DD   e   si 
conduca  nel  punto  D  e  nel 
piano  M  la  perpendicolare 
F.g.  80.  j^^.   ^^„^   j^^^  Essendo   la 

AB  perpendicolare  al  piano  M  e  dal  piede  di 
questa  avendosi  ìb.  B  D  perpendicolare  ad  EF, 
sarà  (-)   la  EF  perpendicolare  al   piano  ABD\ 


(1)  Tcop.  1. 

(-)  ?  XVII,  Icor.  6,  coroU. 
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ma  la  Ci^  essendo  perpeDclicolare  alla  EF  in  D, 
sarà  contenuta  (^)  nel  piano  perpendicolare  alia 
EF  nel  punto  D,  cioè  nel  piano  A.  ED:  talché  le 
AB,  CD  sono  in  uno  stesso   piano.  Inoltre  osso 

''  non  s'incontrano,  perchè  se  avessero  un  punto  0 
comune  si  avrebbero  da  quel  punto  due  perpen- 
dlcolari^allo  stesso  piano,  il  che  è  impossibile. 

yhQ  rette  AB,  CD- 
siano  "parallele  e  sia  ìa.  AB 
perpendicolare  al  piano  M; 
dico  che  anche  CD  è  per- 
pendicolare allo  stesso  pia- 
no. Non  sia,  e  sia  invece 
la  Z)£  perpendicolare  ad  31 
nel  punto  D:  le  rette  AB, 
7) £■  saranno  allora  parallele 
come  perpendicolari  allo 
stesso  piano,  e  si  avrebbero  dallo  stesso  punto  D 
due  parallele  alla  stessa  retta  AB,  il  che  è  con- 

.  trarlo  a  quanto  si  è  ammesso.  (-)  -^ 

Corollario.  ]3ue  rette  parallele  ad  una  terza 

Zo  parallele  fra  di  loro. 
Teore3ia   2.    Se  una   rctla 
...  J  è  parallela   ad  una  reità 
C  D  contenuta  in  un  piano  J/, 
essa  è  parallela  al  piano. 

Le  rette  parallele  .1  B, 
CD  determinano  un  piano 
N  che  sega  il  piano  31  se-  *'°'  ^^* 

condo  la  retta  CD.  Se  la  retta  AB  del  piano  N 


Fig.  83. 


A 

B 

U 

\ 

!)\ 

\ 

M 

(1)  §  XVII,  Icor.  2. 
{-)  Introd.,  post.  7. 
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avesse  un  punto  comune  col  piano  ^/,  questo  non 
potrebbe  trovarsi  fuori  della  rotta  CD  comune  ai 
duo  piani:  ma  Ali  e  CU  sono  parallelo  por  ii>n- 
losi,   onde   la  Ali  non   incontra  il  suo  piano  M. 

/^.  d.  d.  ^ 

Tkokkma  3.  Se  la  rcita  .1  U  ò  parallela  ni  piano  3/ 
e  per  .4  B  passa  un  piano  (|iialuniiiic  N  che  sega  il  pia- 
'-~j  no  .1/  sccomlo  la  rolla  CD,  le  relte  Ali,  CD  sono  pa- 
^'     rallelc  (fife'.  87 j. 


Lo  rette  .1  lì,  C  D  essondo  nello  stesso  piano  iV 
s'inoonlrano  o   sono  parallolo;   ma  AH  non  puu 
im.-ontraro  il  piano  M  por  ipotosi,  e  (juindi  nep- 
pure  la   retta  CI)  contenuta   in    questo    piano: 
unque  le  AJi,  CD  sono  parallele. 

Teorema  4.  Se  la  retta  A  li  b  parnllcla  al  piano  3f, 
0  i  segnieati  paralleli  A  6",  li  D  compresi   fra   la  rolla   ed 
~T     il  piano  sono  eguali  (lig.  87). 

Infatti  le  rette  parallele  AC,  BD  determinano 

/  un  piano  che  sega  M  secondo  la  retta  CD;  (}ue- 

~1  sta  por  il  teorema   precedente   essendo  parallela 

ad  Ali,  la  lljj^iira  A  li  C  D  ù  un  parallelogrammo 

in  cui  i\  A  C  =  iiD,  e.  d.  d. 

CoHOLLARio.  Se  dai  punti  della  retta  .1 B  si 
abbassano  lo  perpendicolari  al  piano  M,  queste 
essendo  parallele  (*;  saranno  eguali;  talché  una 
rotta  ed  un  piano  paralleli  sono  dovunque  equi- 
distanti. 

^/       Tkorejia  o.  Due  piani  perpendicolari  alla  slessa  retta 
^^    Bono  paralleli. 

So  infatti  i  due  piani  avessero  un  punto  a  co- 

(>)  §  VI.  tcor.  i.  -       I 

{•)  Tcor.  4. 


Il  piano  e  la  linea  reità. 
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mune,  da  quel  punto  vi  sarebbero  due  piani  per- 
pendicolari alla  stessa  retta,  il  che  (^)  è  impos- 
sibile. 

^^^^Teorejia  6.  Se  dal  punto  A  esterno  al  piano  M  si 
con(J^ì^^JlO  le  parallele  AB,  AC,  AD,...  al  piano  stesso, 
queste  saranno  tutte  in  un  piano  parallelo   al  piano  M. 

Dal  punto  A  si  abbassi  la 
perpendicolare  AP  al  piano 
M,  e  per  AB,  APs'i  conduca 
il  piano  B  A  P  che  sega  M 
secondo  la  retta  PiJ.  Essen- 
do le  rette  AB,  ^P parallele 
per  il  teor.  3  e  segate  dalla 

A  P,Q  l'angolo  APE  essen-  '°" 

do  retto,  sarà  retto   anche  BAP:  similmente  si 

dimostrerà  che  DAP,  GAP  sono  retti.  Adunque 

le  varie  rette  AB,  AC,  AD sono  (^J    in  un 

■  piano  perpendicolare  ad  A  P  nel  punto  A,  e  quindi 
parallelo  ad  M. 

Si  lascia  al  lettore  la  dimostrazione  dei  se- 
guenti semplicissimi  corollarii  del  teorema  prece- 
dente. 

1.  Se  due  piani  sono  paralleli,  ogni  retta  per- 
pendicolare all'uno  è  pure  perpendicolare  all'altro. 

2.  Due  piani  paralleli  ad  un  terzo,  sono  pa- 
ralleli fra  loro. 

3.  Due   piani  paralleli  sono  ovunque  equidi- 
stanti. 


(1)  I  XVII,  teor.  4. 
(^)  ^  XVIJ,  teor.  2. 
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Teorema  7.   Le    iiilcrsczioni   di   due    piani   parnlleli 
P,  Q  con  un  Icizo  .V  sono  rclle  AB,  CD  itaralielo. 


Kig.  HO. 

Infalti  le  rello  .1//,  C /)  sono  in  uno  stesso 
piano  M,  0  non  s'intontrano  perchè  se  avessero 
un  punto  comune,  questo  apparterebbe  ad  ambo 
i  piani  P,  Q,  contro  l'ipotesi. 

Tkohema  8.  Se  due  rclle  AD,  CD  .seganlisi  in  0 
80110  rispcltivaincnle  parallele  alle  due  rclle  A'  li',  C  1)', 
seganlisi  in  0',  i  i)iaui  A  0  C,  A'  0'  C  sono  paralleli  e  gli 
angoli  formali  dalle  Ali,  CD  sono  eguali  a  quelli  for- 
mali dalle  A'  B',  CD',  gli  acuii  agli  acuii  e  gli  ollusi 
agli  otlusi. 

I  piani  A  0  C,  A'  0'  C  sono  paralleli  per  il  teo- 
rema 0. 

A  partire  dai  punti  0,  0'  e  .sulle  AB,  A' lì  si  pi- 
glino nel  mede.^inio  senso  i  seguenti  eguali  OE, 
0'E'\  similmente  sulle  CD,  CD'  si  piglino  nel 
medesimo  senso  a  partire  da  0,  0'  i  segmenti 
eguali   0  h\   0'F'\   si  congiunga  EF,E'F',EE', 
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F F' .  La  figura  0  F  0' F'  è  un  parallelog-ranimo 
come  avente  due  lati  opposti  0  F,  0'  F'  eguali  e 
paralleli,  (^)  ed  0  0'  sarà  eguale  e  parallela  ad 
FF';  similmente   la  figura  0  E  0'  E'  è  un  paral- 


Fi-.  90. 


lelogrammo  come  avente  i  lati  0  E,  0'  E'  eguali 
e  paralleli  ed  0  0'  sarà  eguale  e  parallela  ad  E  E' 
da  cui  risulta  che  EE\  FF'  sono  eguali  e  paral- 
,  lete  (^)  e  la  figura  E  E'  F  F'  è  un  parallelogrammo, 
per  cui  E F,  E'  F'  sono  eguali.  I  due  triangoli 
0  EF,  0'  E'  F'hQXìno  dunque  i  tre  lati  eguali  cia- 
scuno a  ciascuno,  e  perciò  (^)  saranno  eguali  gli 

angoli  F  0  E,  F'  0'  E'.  Da  questa  eguaglianza  e 
dai  teoremi  del  §  I,  risulta  immediatamente  che 
gli  angoli  in  0  sono  eguali  a  quelli  in  0',  gli  acuti 
agli  acuti  e  gli  ottusi  agli  ottusi. 


M/c  i/^^ 


(,1)  VI.  teor.  1,  ^ 

(-)  XVHI,  Ifor.  K,  coroU. 

(=)  §  li.  icor.  5.  4^.^^  _  /g  ^.  ^  ^  ^ 


A^:jì^c-T)f..^/r' 


//^--n./*  _.'-7)z^,  /^a"* 


1<»1- 


fieomelna  solida. 


-JTi.JZ...  ^ 


•x^. 


y 


§  .\l.\.  Angoli  diedri. 


Vi 


'^ 


Df.fimzio.ne  I.  Due  piani  clic  s' inconlrnno,  limitali 
alla  loro  intersezione,  si  dicono  formare  un  nmjolo  die- 
dro. I  (lue  piani  sono  le  /accie  e  la  loro  intersezione  ò 
la  cottola  dell' anpolo  diedro. 

OuJo  chiarirò  iiuesla  deflniziono,  siano  duo 
piniii  M  A  lì,  iV  .1  li  scganlisi  ncllii 
l'Ila  .1  //,  0  si  supponp;a  uno  »ii  (luc- 
sti  piani,  por  cs.  A',  suscet libilo  di  j>-i- 
raro  intorno  ad  A  li:  la  rolaziono  clic 
il  piano  y  dove  eseguirò  por  venire 
a  coincidere  con  M,  servo  a  valutare 
ciò  che  dicesi  hivlinazioiie  dei  duo 
piani,  0  anf/olo  ilii  dm  dei  niedesinii. 
•l'alo  rotazione  si  suppone  sempre  esc- 
p-uila  in  un  determinato  senso  e  si 
può  diro  prima  fncrin  quella,  come  iV,  che  ruota 
per  venire  a  coinciderò  coU'altra. 

l/anf!:olo  diedro  precedente  si  indica  con  M.\li.\\ 
ponendo  in  mozzo  lo  duo  lettere  della  costola: 
si  usano  questo  duo  lettere  solo  quando  non  vi 
possa  ossero  amhip:uità. 

Duo  angoli  diedri  sono  eguali  quando  traspor- 
tando (')  l'uno  sopra  l'altro  per  modo  che  la  prima 
faccia  dell'uno  coincida  colla  prima  faccia  del- 
l'altro e  la  costola  del  primo  diedro  colla  costola 
del  secondo,  anche  lo  seconde  laccie  coincidono. 
Per  la  somma  (e  quindi  la  diseguaglianza;  di  due 


"<1 
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0  più  an^'oli  diedri  si  poriuo  dare  definizioni 
analoghe  a  quelle  del  §  I  per  la  somma  (e  dise- 
guaglianza)  degli  angoli  piani. 

Obfìniziojjk  2.  Due  angoli  diedri  si  dicono  conse- 
guenti quando  hanno  la  costola  comune  e  la  prima  fac- 
cia dell'  uno  sovl*ayposta  alla  seconda  faccia  dell'  altro. 

3.  Un  piano  dicQsì perpendicolare  ad  un  altro  quando 
forma  con  questo  due  ang(rti-4iedri  conseguenti  fra  loro 
•eguali.  I  diedri  formati  si  dicono  ì'Hii. 

Collo  stesso  ragionamento  tenuto  per  la  dimo- 
.  strazione  dei  teoremi  1,  3  e  5  del  §  I,  si  possono 
provare  le  seguenti  proposizioni: 

Teorema  1.  Per  ogni  retta  tracciata  sopra  un  dato 
piano  M  si  può  condurre  un  piano  perpendicolare  ad  31 
ed  uno  solo. 

■2.  Gli  angoli  diedri  conseguenti  formati  da  un  piano 
tlie  cade  sopra  un'altro  valgono  insieme  due  diedri  retti. 

3.  Due  piani  che  si  segano  fanno  gli  angoli  diedri 
opposti  al  vertice  fra  loro  eguali. 

Definizione  4.  Se  per  un  punto  C  della  costola  A  D 
di  un  angolo  diedro  si  conducono  nei  piani  delle  faccio 
le  rette  CD,  CE  perpendicolari  alla  costola,  l'angolo 
D  C  E  di  queste  rette  si  chiama  angolo  rettilineo  del- 
l' angolo  diedro. 

Si  osservi  che  il  piano  DCE  è  perpendicolare 
alla  costola.  (^) 

Teorema.  4.  Gli  angoli  rettilinei  condotti  nei  varii 
punti  della  costola  di  un  angolo  diedro  M  A  B  JS  sono 
tutti  eguali  fra  loro. 

Nei  due  punti  C  e  C  della  costola  siano  con- 
dotti gli  angoli  rettilinei  DCE,  D'C'E'.  Le  rette 


0)  §  XVII,  Icor.  1. 


lOÓ 
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■^-^^ 


CD,  CD'  poste  nello  slesso  piano  e  perpomlico- 
1^1  lari  lille  costole,  sono  paralU'le  : 
aiialo^'-ainente  sono  parallele  le  rel- 
le  CE,  CE';  aduiKjue  g-li  an.i>-oli 
JfCE,  D'C  E'  avendo  i  lati  paral- 
leli, ed  essendo  d'altronde  oviden- 
teraenle  insieme  acuti  ed  ottusi 
sono  ep:uali,  (')  e.  d.  d. 

(lonoi.i.Aiuo.  Due   anj^oli  diedri 
eguali  (e  quindi  sovrapponibili)  han- 
no p-li  angoli  rolliliuei  corrispon- 
5-'-        denti  puro  eguali. 

Teorema  '>.  Se  due  aii^joli   diedri   lianno  gli   angoli 
relliliiioi  eguali,  essi  sono  cgunli. 

Infatti  si  trasjiorti  il  secondo  diedro  sul  primo 
in  «»-ui.sa  che  coincidano  gli  angoli  rettilinei. 

Le  costole  dei  diedri  essendo  rispettivamente 
jterpendicolari  ai  piani  degli  angoli  rettilinei,  esse 
dovranno  coincidere  perchè  p?r  un  punto  si  può 
condurre  ad  un  piano  una  sola  i>erpondicolare; 
ed  allora  ciascuna  delle  faccio  del  secondo  diedro 
avendo  a  comune  la  costola  ed  un  altra  retta  colla 
faccia  corrispondente  del  primo  coinciderà  con 
essa  (§  XVI,  teor.  1)  ed  i  due  diedri  coincide- 
ranno, con  che  ne  r  dimostrala  l'eguaglianza. 

ConoLLAUio.  Dalla  ilimostraziono  procedente 
risulta  che  di  due  angoli  diedri,  quello  che  ha 
il  maggior  angolo  rettilineo  è  il  maggiore. 

Teorema  G.  Due  angoli  diedri  A,  A'  .stanno  fra  loro 
come  i  relativi  angoli  rettilinei  lì,  R. 

Si  prenda  del  primo  diedro  il  molteplice   se- 


/ 
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condo  qualunque  numero  m,  e  del  secondo  il 
molteplice  secondo  qualunque  altro  numero  n, 
(sulla  figura  m  —  2,  ?i— 3).  L'angolo  rettilineo 
del  diedro  mA  sarà  evidentemente  Q)  m  R,  e 
quello  del  diedro  n  A'  sarà  n  R  \  ora  secondochè 


Fig.  93. 

niR  sarà  maggiore,  eguale  o  minore  di  nR',  an- 
che mA  sarà  maggiore,  eguale  o  minore  di  nA', 
per  il  corollario  del  teorema  precedente;  adun- 
que sarà  {:)^A\A'  =  R\R\  e.  d.  d. 

Teorema  7.  All'angolo  diedro  retto   corrisponde  uu 
angolo  piano  retto,  e  inversamente. 

a)  Sìd.  MD  AA'  un  diedro  retto,  e  D  AE  \\ 
suo  angolo  rettilineo.  Dall'essere  MDAA'  retto 
segue  per  definizione   che   esso  è  uguale  al  suo 

conseguente  MD  AP;  ma  l'angolo  i?--l^^  ottenuto 

prolungando  AE  è  pure  il  rettilineo  di  MDAP: 
ad  angoli  diedri  eguali  corrispondendo  rettilinei 

eguali  sarà  BAE=BAF,  ed  essendo  conse- 
guenti questi  angoli  sono  retti,  e.  d.  d. 


{})  Teor.  4,  coroll. 
{-}  §  XI,  dtf.  2. 
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h)  Invorsarncnio,  so    li  A  E  ò  rollo,  osso 
sarà  eguale  al  suo  conseguente  li  A  F\  ina  ad  un 


goli  reUilinei  eguali  corrispondono  dii'ilri  fguali, 
per  QvùMD  A  J'sarà  eguale  al  conseguente  Jy/>'.1  P 
e  quindi  (')  retto. 

Tkoreua  8.  Se  la  retta  Alìk  pcrpoinlicolarc  a!  piano 
P A\  (iiialiinqiic  piano  M  coniiollo  per  Ali  ò  allrcsì  per- 
pendicolare .1  P   (lig.  precedente). 

Sia  A  D  rintorsezione  di  P A'  col  piano  J/;  di.l 
piede  A  della  perpendicolare  e  nel  piano  P  A'  ^i 
conduca  la  A  E  perpendicolare  ad  -1  D.  L'angolo 

li  A  E  avendo  i  suoi  lati  nelle  faccie  del  diedro 
M  D  A  A'  e  porpendif'olari  alla  costola  AD,  è  il 
rettilineo  di  MI)  A  A'\  ma  la  .1  lì  essendo  perpen- 
dicolare al  piano  P  lo  è  pure  alla  A  E,  (*)  dun- 
que il  diedro  M  D  A  A'  ù  retto  come  avente  il 
silo  rettilineo  retto,  ed  i  piani  P  ed  J/  sono  per- 
pendicolari, e.  d.  d. 


{h  Dcf.  3. 

(»)  XVII,  def    1. 
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Teorema  9.    Se  il   piano  M  è  perpendicolare    a  P, 
e  si  conduce  nel  piano  M  la  retta  AB  perpendicolare  alla 
j  comune  intersezione  dei  due  piani,  AB   sarà  perpendi- 
colare al  piano  P  (fig.  precedente). 

Infatti  se  si  conduce  EF  perpendicolare  ad  A  D 

nel  piano  P,  T  angolo  È  AE  è  il  rettilineo  di 
MDAA,  e  quindi  retto  per  essere  i  piani  per- 
pendicolari per  ipotesi;  dunque  la  AB  essendo 
perpendicolare  alle  due  rette  Al),  A  E  del  piano 
PA',  sarà  perpendicolare  al  piano,  O  e.  d.  d. 

GoRoi,LARio.  Se  i  piani  P,  M  sono  perpen- 
dicolari e  da  un  punto  B  del  piano  M  si  conduce 
la  perpendicolare  a  P,  questa  g-iacerà  tutta  in 
M\  se  infatti  essa  non  fosse  nel  piano  M  sì  po- 
trebbe condurre  dallo  stesso  punto  B  una  per- 
pendicolare B  A'  alla  comune  intersezione  dei 
due  piani  la  quale  sarebbe  perpendicolare  al 
piano  P,  e  si  avrebbero  così  dallo  stesso  punto 
lì  due  perpendicolari  allo  stesso  piano ,  il  che  è 
impossibile. 

Teorema  10.  Se  due  piani  P,  Q  sono  perpendicolari 
ad  un  terzo  M^  anche  la  comune  intersezione  di  P,  Q  è 
perpendicolare  ad  Jf. 

Infatti  se  da  un  punto  A  della  comune  inter- 
sezione si  abbassa  la  perpendicolare  al  piano  i)/, 
questa  deve  essere  ad  un  tempo  tutta  nel  piano 
P  (^)  e  tutta  nel  piano  Q,  cioè  deve  coincidere 
coir  intersezione  di  P  e  Q. 


f. 


(1)  §  XVlI,  leor.  1, 
(-)  Coroll.  precedente. 
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§  XX.  —  Angoli  poliedri. 

Drrisizio.NF.  1.  Tre  piani  che  s'inconlratio  in  un  pnn'o, 
limitati  in  questo  punto  o  nelle  rette  di  intersezione  dei 
piani  a  due  a  due,  si  dicono  formare  un  ani/olo  Ir  Udrò.  Il 
punto  comune  ni  tre  piani  b  il  vertice  e  lo  tre  intersezioni 
dei  piani  sono  lo  costole  dell'  an^^'olo  triedro. 

Tro  piani  prosi  comunque  nello  spazio  hanno 
in  f^oneralo  un  punto  comune,  o  formano  nnir<jli 
triedri.  In  casi  particolari  tre  piani  possono  in- 
contrarsi secondo  tro  retto  parallelo,  o  secondo 
duo  retto  parallelo,  o  in  una  stessa  retta,  o  non 
avere  alcun  punto  comune. 

Df.ki.mzio.ne  2,  Data  una  serie  di  piani  che  s'incon- 
trano in  un  punto,  limitali  in  questo  punto  coraunc  {ver- 
tice) e  nelle  retto  d'intersezione  di  ciascuno  col  suc- 
cessivo e  dell'  ultimo  col  primo  (costole)  si  ottiene  una 
figura  delta  angolo  poliedro  n  angolo  solido.  L'anj^oio  po- 
liedro dicesi  convesso  quando  è  tutto  dalla  stessa  parte 
di  uno  dei  suoi  piani  intiiiitamcntc  prolungato. 

8.  Un  angolo  polieilro  formato  da  3,  4,  5  piani  di- 
cesi  angolo  triedro,  tetraedri),  pentaedro,  ecc. 

4.  L'angolo  piano  formato  da  due  costole  consecu- 
livc  si  dice  faccia  dell'angolo  poliedro. 

In  un  poliedro  di  ìì  faccie  vi  sono  da  conside- 
rare pure  i^li  n  anj^oli  diedri  l'ormali  dai  piani 
consecutivi  a  due  a  due. 

Definizione  5.  Due  angoli  poliedri  si  dicono  eguali 
quando  sono  esattamente  sovrapponibili.         ' 

Duo  ani^oli  poliedri  possono  avere  tutti  gli  eie- 
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monti  eguali  e  non  essere  eguali;  un  esempio 
^iene  dato  da  due  angoli  triedri  opposti  al  ver- 
tice, in  cui  gli  elomenti  eguali  non  sono  disposti 
nel  medesimo  ordine;  in  tal  caso  si  dice  che  gli 
angoli  poliedri  sono  simmetrici 

/  Teorema  1.  [ii  un  angolo  poliedro  una  faccia  qualun- 

.*  quo  è  minore  della  somma  delle  altre  ' 

Il  teorema  sarà  evidentemen- 
te dimostrato  quando  Io  sia 
per  il  caso  dell'angolo  triedro 
SABC,  e  lo  sarà  in  tal  caso 
quando  sia   dimostrato  che  la 

faccia  massima  ASB  è  minore 
della  somma  delle  altre  due. 
Nell'angolo  ASB  sì  faccia 


ASD^ASa 

indi  si  prenda  sulla  costola  SA  una  lunghezza 
qualunque,  sulle  rette  SD  ed  SC  due  lunghezze 
eguali 

SD  =  SC 
e   si   conduca  il  piano  A  D  C.  I  triangoli  A  SD, 
ASC  avendo  AS  comune,  SD  =  SC  e 

ASD  =  ASC 

sono  eguali  ed  hanno  A  D  =  A  C;  {')  ma  nel  trian- 
golo A  B  G  si  ha  (-) 

ad-^-dbk'ac+cb, 


(1)  §  If,  Icor.  1. 
(-)  §  IV,  teor.  i. 
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onde  tog^liondo  lo  parli  e^ali  AD  c^  A C,  rima- 
no l)U<lìC.  IVrlnnlo  i  triangoli  lì  S  lì,  CSìi 
aviMiilo  S  It  commio,  >^'  ^'  -  f>ft<H<:.  ti<' 
ri>ulli'rù  ('j 

ed  ag'giungendo  di  comune  p^li  Bn;*t)li  eguali 
A  SU,  ASf,  viene 


»*    t 


!    d.      1  ...  _^  ^. ^  ^1..^ 

1 1  OBKiiA  ì.  In  f|u«luni|uc  «Dfolo  poliedro  coavcMoI 
-  >c  riccie  è  DI  inoro  dil 


^  a)  Sia  dapprima  V  ango- 

lo triedro  S  A  li  C.  Si  prolun^'lii 


(.   la  costola  SA  in  SD;  si  Toriitu 
"     un    nuovo    triedro   SD  CU   in 


•ui   i>er  il   teoremo  precedenle 

»      -,    hr, 

'  't  *  i;  ò  C  <  />  ò' D -k- C S D\  ^-"^  ^ 

ma  (') 

-^ 


onde 


l'j  f  VI,  Uor.  s- 
(*)  f  I,  l««r.  3. 


V3^ 


li  piano  e  la  lìnea  velia.  11-1 


che  equivale  a 

IJSC-^hSA  +  CSA<Ì'' 

b)  Sia  ora  un  auj^olo  poliedro  convesso  di 
4  faccie;  si  prolunghino  fino  al  loro  incontro  la 
prima  e  la  terza  faccia  sopprimendo  la  seconda; 
si  forma  così  un  triedro  pel  quale  vale  il  teorema 
precedente,  ma  in  cui  per  il  teorema  1  la  somma 
delle  faccie  è  maggiore  che  nell'angolo  tetraedro, 
dunque  a  maggior  ragione  nell'angolo  tetraedro 
la  somma  delle  faccie  è  minore  di  quattro  retti. 
Lo  stesso  teorema  si  dimostra  per  un  angolo  po- 
liedro di  5  faccie  riducendola  ad  uno  di  4,  e  co!?l 
via. 

Tf.orem.v  3.  Se  da  un  punto  S'  preso  uell' interno  del 
triedro  S  A  lì  C  si  abbassano  le  perpendicolari  S"  A',  S' £', 
se  rispettivamente  alle  faccie  B SC,  CSA,  ASB,  que- 
ste tre  rette  determinano  un  nuovo  angolo  triedro  S'A'B'C' 
che  si  chiama  supplementare  del  primo,  ed  in  cni  le  fac- 
cie sono  supplementari  dei  diedri  ed  i  diedri  supplemen- 
tari delie  faccie  del  primo  triedro. 


a)  Le  S' A'.  S' B'  determinano  un  piano  che 
sega  la  SC  in  E;  essendo  S' A'  perpendicolare  a 
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BS  C  e  S'B'  ad  ASC,  il  piauo  S' B' A'  sarò  per- 
peiulicolaro  (*)  ad  ambo  i  piani  e  quindi  (^)  alla 
loro  intersoziono  SE.  Perciò  A' EB'  ò  il  rottilineo 
del  diedro  SC\  ma  nel  quadrilatero  S' A' B' E  g-li 
angoli  in  A'  e  Ji'  sono  rei  ti,  e  perciò  (")  gli  an- 
goli B'S'A',  A'EB'  sono  supplementari,  cioè  lo 
l'accie  di  S'  sono  supplementi  dei  diedri  di  S. 

b)  Si  conduca  puro  il  piano  B' S' C  cho 
taglia  5  A  in  F.  Essendo  S'  B'  pcrpejidicolare  ad 
ASC,  FB'E  ^'dvi\  \\  rettilineo  del  diedro  S' B'\ 
ma  nel  quadrilatero  S  i' B'  E  gli  angoli  in  E  ed  F 

sono  retti  (v.  caso   precedente),  dunque   t'SE  e 

E B'F  sono  supplementari,  cioè  i  diedri  di  S'  sono 
supplementi  delle  faccio  di  S,  e.  d.  d. 

Osservazione.  Questo  teorema  permette  di  deduri-c 
da  ogui  proprietà  relativa  alle  faccio  di  un  angolo  trie- 
dro una  proprietà  relativa  ai  driedri  e  viceversa,  me- 
diante la  considerazione  dei  triedro  supplementare.  Jl 
seguente  teorema  ne  dà  un  esempio. 

Teorema  4.  In  qualunque  angolo  triedro  la  somma 
degli  angoli  diedri  è  compresa  fra  2  e  6  retti. 

Siano  infatti  A,  B,  C  gli   angoli  diedri   di,  un 
triedro;  le  l'accie  del  triedro  supplementare  sojio  -« 

2«  —  ^,  2^  —  B,  2*  —  C.  K     \  A 

Ma  le  faccia  di  qualunque  triedro  sono  comprese 
fra  zero  e  4  retti,  perciò 

2^-1  +  2^-/? -f2«-c|^4^ 


(1)  S  XIX,  teor.  8.        /g -^  f  £  ^ -d^  ^^-^  ^O  m-iii^-t^^C  <4 
(==)  i  XIX,  teor.  10.  ,    „    ,>^^^  \-k-t-Zil1'\ 

e)  i  V,  tcor.  5.         -    -^-V'i-^"  l  \ 


f^^  3rC->T)^(^  i      A-^t-tC 
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da  cui  risulta 


A  +  fì  +  G 


Per  gli  ang'oli  triedri  si  possono  enunciare  pro- 
posizioni analoghe  a  quelle  date  per  i  triangoli 
nel  §  II;  si  può  pure  notare  l'analogia  dello  defi- 
nizioni di  quel  paragrafo  con  quelle  del  presente. 
Ci  limiteremo  a  dare  i  seguenti  Casi  di  egua- 
glianza degli  angoli  triedri. 

TEOREjrA  S.  Due   angoli    triedri   S  A  B  C,    S' A'  B' C 
sono  eguali  quando  hanno  un  diedro  eguale,  SA=  S' A' 

compreso  fra  due  faccia  eguali,  ASB  =  A'  S'  B'  e  ASC 

•=^A'  S'Ù^  gli  elementi  eguali  essendo  inoltre  disposti 
nel  medesimo  ordine. 


Fig.  98. 

Si  trasporti  S'  su  S  per  modo  che  S'  A'  cada 
su  5A  0  la  faccia  B' S' A'  venga  su  B S A;  es- 
sendo i  diedri  ti  A  ed  S' A  eguali,  il  piano  US' A' 
coiacidcrà  con  C^S'^l,  e  siccome  per  ipotesi 


a  S'  A'  =  CSA, 
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la  costola  S'  C  verrà  secondo  SCI  due  triedri 
hanno  dunque  le  tre  costole  in  coincidenza  o 
perciò  coincidono  perfettamente. 

Teohema  6.  Due  aiiijoli  triedri  5.1  BC,  S' A'  Ti'  C  sono 
carnali  quando  hanno  le  tre  faccie  rispcttivamculc  eguali 


ASIi=AS'B',    ÀSC=A'S'C',    BSC=B'S'C^, 
e  disposte  nel  medesimo  ordine. 

S  S' 


Fife,  e 9. 

Si  pij^lino  sulle  costole  SA,  S' A'  le  lunghezze 
eguali  SA^S'A'  e  siano  CAB,  C'A'B'.Ì  piani 
perpendicolari  alle  costole  medesime  nei  punti  A, 
A'.  I  triangoli  SAB,  S'  A'  B'  sono  eguali  come 
rettangoli  in  A,  A',  aventi  di  più 

SA^S'A' 
ed 

ASB  =  A'S'B', 
donde  (') 

AB  =  A'B\    SB  =  S'B'', 
i  triangoli  S  AC,  S' A'  C  sono  eguali  per  la  me- 


(»)  §  U,  teor.  2. 
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desima  ragione,  donde 

AC  =  A'C\     SC  =  S'C'. 

I  triangoli  BSC,  B' S' C  sono  quindi  eguali  (^) 
corno  aventi 

SB  =  S'n',    SC^S'C,    BSC^B'S'C 

onde 

BC=B'C\ 
pertanto  i  triangoli 

ABC,    A' B' C    . 
hanno  i  tre  lati  eguali,  da  cui  risulta  (^j 

BAJ:  =  B'A'C'; 
ma  questi   sono  per  costruzione  i  rettilinei  dei 
diedri  SA,   S' A' ,   da   cui  segue   che  essi  diedri 
sono  eguali,  e  con  ciò  si  ricade  nel  caso  di  egua- 
glianza contemplato  dal  teorema  precedente. 

Da  questi  teoremi  si  deducono  i  seguenti,  mer- 
cè la  considerazione  del  triedro  supplementare. 

Teorema  7.  Due  angoli  triedri  sono  eguali  quando 
hanno  una  faccia  eguale  compresa  fra  due  diedri  rispet- 
livamcnle  eguali,  e  questi  elementi  eguali  disposti  ucl 
medesimo  ordine. 

8.  Due  angoli  triedri  sono  eguali  quando  hanno  i  tre 
diedri  rispettivamente  eguali  e  disposti  nel  medesimo 
ordine. 

Se  nei  quattro  casi  precedenti  gli  elementi 
eguali  non  fossero  disposti  nello  stesso  ordine, 
i  triedri  sarebbero  simmetrici,  cioè  uno  dei  triedri 
sarebbe  eguale  all'opposto  ai  vertice  dell' allro. 

(1)  §  IF,  leor.  1. 
(-)  §  II,  Ic'or.  5 
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§  XXI.  -  Il  Prisma. 

Dffimzionf.  1.  S'jliilo  poliedro  o  scmpliceiiiciilc  jm- 
liedro  è  uu  solido  limitato  da  porzioni  di  piano  che  si 
dicono  le  /accie  del  poliedro. 

Lo  intersezioni  di  piani  essendo  linee  rette,  le 
l'accie  di  uu  poliedro  saranno  poligoni. 

Definizione  2.  In  un  poliedro  si  distinguono  oltre 
lille  facfic:  le  costole,  iiifcrsczioni  di  due  faccic,  i  vertici, 
intersezioni  di  Ire  o  più  faccie  e  di  tre  o  più  costole,  gli 
angoli  poliedri  che  si  formano  in  ogni  vertice,  le  diago- 
nali, rette  che  congiungoao  due  vertici  non  posti  nella 
medesima  faccia. 

3.  Un  poliedro  si  dice  convesso  quando  ò  posto  tutto 
dalla  stessa  parte  di  una  qualunque  dello  sue  faccie  pro- 
lungate. 

4.  Due  poliedri  ohe  si  possono  far  coincidere  si  di- 
cono eguali;  due  poliedri  che  contengono  il  medesimo 
volume  si  dicono  crpiivnlcnti. 

o.  Data  una  serie  di  rette  parallele  di  cui  tre  con- 
secutive non  poste  in  un  medesimo  piano,  se  si  condu- 
cono le  porzioni  di  piano  fra  ciascuna  di  queste  rette  e 
la  successiva,  e  fra  l'ultima  e  la  prima,  si  ottiene  una 
figura  che  viene  detta  svperficie  prismatica.  Questa  su- 
perlìcie  si  dirà  triangolare,  quadraiig  ilare,  pentagonale,... 
secondochè  le  rette  saranno  tre,  quattro,  cinque...  Le 
rette  parallelo  sono  le  costole  della  superficie  prismatica. 

6.  Se  in  una  superficie  prismatica  si  fa  una  sezione 
con  un  piano  perpendicolare  alle  costole,  si  ottiene  un 
poligono  che  dicesi  sezione  retta. 

7.  Tagliando  una  superfìcie  prismatica  con  due  piani 
paralleli  e  limitandola  fra  le  due  sezioni  si  ottiene  un 
poliedro  che  chiamasi  prisma.  La  porzione  di  superficie 
prismatica  compresa  fra  le  due  sezioni  è  la  superficie  la- 
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terale  del  prisma,  le  sezioni  sono  le  basi-,  le  costole 
non  appartenenti  alle  basi  sono  le  costole  laterali  o  spi- 
goli del  prisma. 

8.  Un  prisma  è  retto  se  lo  spigolo  è  perpendicolare 
ai  piani  delle  basi,  obliquo  nel  caso  contrario. 

9.  Altezza  del  prisma  è  la  perpendicolare  condotta 
da  un  punto  di  una  base  alla  base  opposta.  Nel  prisma 
retto  l'altezza  non  differisce  dallo  spigolo. 

Teorema  1.  Le  sezioni  ABCD,  EFGH  Mie  in  una 
superficie  prismatica  da  due  piani  paralleli  sono  poligoni 
eguali. 

A  E 


Kb 

Kf 

\ 

C 

\    G 

V             V 

D 

Fi^' 

H 

.  100. 

Le  rette  AB,  EF  sono  parallele  come  seziooi 
di  due  piani  paralleli  con  un  terzo,  (^  le  rette 
A  E,  BF  sono  parallele  per  ipotesi,  talché  la  fi- 
gura ABEF  è  un  parallelogrammo  e  AB  =  EF; 
similmente  si  dimostrerebbe  che  tutti  i  lati  delle 
due  sezioni  sono  rispettivamente  eguali.  Gli  an- 

goli  ABC,  EFG  sono  eguali  come  aventi  i  lati 
paralleli  ed  evidentemente  insieme  acuti  ed  ot- 
tusi; (^j  similmente  sono  eguali  gli  altri  angoli 
delle  due  sezioni.  Queste  due  sezioni  sono  poli- 
goni aventi  tutti  i  lati  e  tutti  gli  angoli  corri- 
spondenti eguali,  e  sono  quindi  eguali,  e.  d.  d. 


(1)  §  XVin,  teor.  7. 
(-)  ir.  III.  t«or.  8. 


liO  Ceomefn'n  sulidn. 


ConoLLAiuo,  Lo  l)asi  di  un  prisiim  sono  eguali 
e  le  farcio  laterali  sono  paralli'logrammi. 

Troiirua  S.  Due  prismi  retti  di  eguale  base  ed  egiinic 
altezza  sono  eguali. 

Quelito  teorouiu  si  dimostra  senza  didìcollìi  pir 
sovrapposizione,  fondandosi  sul  teorema  Hi  del 
§  XVII. 

TruHEMv  :1.  Due  prismi  rolli  /',  /•  di  cgu;dc  baso 
stanno  fra  loro  come  altezze  .1,  .1'. 

So  infalli  formiamo  sulla  Inis?  comune  un  [iri- 
snia  rollo  che  aliijja  l'ultozza  molleplico  di  ^l  se- 
l'oudo  un  numiTO  m,  quel  prisma  sarà  mollei)lico 
di  P  secondo  il  numero  sle>so  wi;  so  formiamo 
sulla  slessa  baso  un  prisma  rollo  che  abbia  l'al- 
lezza  moltepliro  di  A'  secondo  un  numero  ?/,  il 
prisma  sarà  moltepliro  di  P'  secondo  lo  slesso 
numero  iì\  ora  evidenlemonto  (por  sovrapposi- 
zione), socondochè  m  A  è  mag-giore,  eguale  o  mi- 
nore di  n  A' t  anche  m  P  è  maggiore,  eguale  o  mi- 
nor© di  ììP\  ondo(')  si  può  scrivere  P\  P  =  A:A'. 

Tr.onmA  4.  Un  prisma  obliquo  AfìCDEFGH  ò 
equivalente  al  prisma  retto  A  K  L  M  E  S  PQ  che  ha  per 
base  la  sezione  rotta  e  per  altezza  lo  spigolo  .1  E. 

Onde  oltenero  il  prisma  retto  si  sono  falle  noi 
punti  .1  ed  E  le  sezioni  rette  A  K L  3f,  ENPQ 
con  piani  perpendicolari  alle  costole;  e  per  dimo- 
strare che  i  due  prismi  sono  oquivalonti  basta  mo- 
strare che  i  polie.lri  AjiCPKLM,  EypQFGH 
sono  eguali,  poichò  il  prisma  obliquo  si  oltieno 
logliontlo  dalla  figura  totale  il  secondo,  ed  il  pri- 

(')  S  XI,  dtf.  2. 
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sraa  retto  togliendo  il  primo  dei  due  poliedri  no- 
minati. 
Se  ora  supponiamo  di  trasportare  il  poliedro 

E A 


Fig.  lui. 

ENPQFGH  su  AKLMBCl),  potremo  far  coin- 
cidere le  basi  ENPQ,  AKLM  eguali;  (')  ciò 
fatto,  le  NF,  P  G,  Q  È  prenderanno  le  direzioni 
AB,  LC,  31 D  perchè  perpendicolari  al  piano  delle 
basi  (')  ed  essendo  NK=-=EA,  FB  =  EA  come 
lali  opposti  di  parallelogrammi,  risulta  NF=KB, 
onde  il  punto  F,  cadrà  in  B;  similmente  i  vertici 
G,  H  cadranno  rispettivamente  in  C,  D,  ed  i  due 
poliedri  coincideranno,  donde  risulta  l'equiva- 
lenza dei  due  prismi. 

Definizione  7.  Paralleliplpido  è  un  prisma  quadran- 
golare avente  per  basi  parallelogrammi.  Nel  parallelipi- 
pfido  le  sei  laccie  sono  diuiquc  parallelogrammi,  e  le  fac- 
cie  e  le  costole  opposte  sono  parallele,  p)  11  parallelipi- 
pedo  può  come  gli  altri  prismi  essere  retto  od  obliquo. {*) 
Un  parallelipipedo  retto  dicosi  rettangolo  quando  le  basi 
sono  rettangoli. 

Teorema  5.  Se  per  due  costole  opposte  A  E,  CG  di 
un  parallelipipedo  ABCDEFG  H  si  fa  passare  il  piano, 
questo  divide  il  parallelipipedo  in  due  prismi  triangolari 
equivalenti. 

(1)  Teor.  1. 

(2)  §  XVn,  toor.  3. 

(3)  §  XVIir,  teor.  6. 
(*)  Dcf.  8. 
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Se  il  parallelipipodo  è  retto  lo  sono  ili  conse- 
gfuenzH  i  due  prismi,  e  questi  avemlo  eguale  ba- 
so (')  ed  eguale  altezza  sono  equivalenti.  (*)  So 
il  parallelipipodo  è  ohliijuo,  si  conduca  la  seziono 


K 


Bkit 


M 

Fig.  IO». 

retta  AA.J/.V  che  sai'i\  un  parallelogrammo,  C')  ed 
i  triangoli  eguali  KLM,  i\KM  saranno  lo  se- 
zioni rette  dei  prismi  triangolari.  Ma  i  due  pri- 
smi triangolari  sono  per  il  teorema  procedonto 
equivalenti  a  prismi  retti,  aventi  per  baso  lo  se- 
zioni rette  e  per  altezza  gli  spigoli;  questi  pri- 
smi retti  sono  equivalenti,  come  aventi  eguali 
basi  ed  eguali  altezze,  e  quindi  sono  l'ure  equi- 
valenti i  duo  prismi  obliqui. 


§  XXU    -  La  Piramide. 


Definizione  1.  Sojjnndo  un  angolo  poliedro  con  un 
piano  clic  ne  incontri  tutte  le  costole,  il  solido  poliedro 
compreso  fra  l'angolo  poliedro  ed  il  poligono  di  sezione 
diccsi  piramide, 

:2.  Base  della  piiamide  è  il  poligono  di  sezione;  fac- 
ete laterali  sono  i  triangoli  detcnuinali  sulle  faccio  del- 


0)  S  VI,  teor.  2. 

(«)  Teor.  2. 

(3)  §  XVllI,  teor.;: 
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l'angolo  poliedro  e  superficie  laterale  il  loro  insieme  :  ver- 
tice della  piramide  è  quello  dell'angolo  poliedro:  spigoli 
0  costole  laterali  quelle  porzioni  di  costole  dell'  angolo 
poliedro  comprese  fra  il  vertice  e  la  base;  altez-z-a  la  per- 
pendicolare abbassata  dal  vertice  al  piano  della  base. 

3.  La  piramide  si  dice  triangolare,  quadrangolare, 
pentagonale,...  secondo  che  è  ottenuta  da  un  angolo 
triedro,  tetraedro,  pentaedro ...  ;  e  la  base  ne  è  rispet- 
tivamente un  triangolo,  un  quadrilatero,  un  pentagono... 
La  piramide  triangolare  ha  quattro  faccie,  ciascuna  delle 
quali  si  può  prendere  per  base;  ed  è  il  solido  poliedro 
più  semplice,  perchè  non  si  può  cliiudere  uno  spazio  con 
meno  di  quattro  piani;  essa  si  dice  anche  tetraedro. 

Teorema  1.  Le  sezioni  AB  CD,  ab  ed,  fatte  in  un. 
angolo  poliedro  da  due  piani  paralleli  che  incontrano 
tutte  le  costole  sono  due  poligoni  simili:  e  se  S H,  Sh 
sono  le  altezze  delle  due  piramidi  che  si  ottengono,  i 
lati  omologhi  dei  poligoni  stanno  fra  loro  come  SE 
ad  ^h. 

a)  1  lati  AB,  ab  so- 
no paralleli  come  sezioni  di 
due  piani  paralleli  con  un 
terzo  (^)  ;  così  B  C  e  b  e, 
CD  e  ed,  sono  paralleli, 
onde  gli  angoli  dei  due  po- 
lig'oui  sono  eguali  come  a- 
venti  i  lati  paralleli.  Inoltro 
essendo    .-1  B   parallela   ad  f's-  ^'^3. 

ab  ì   triangoli  SAB,  Sab  danno  (') 

AB:ab  =  SB:Sb, 
ma  dai  triangoli  SBC,  Sb  e  si  ha  pure 
SB:Sb  =  BC:bG 


(1)  §  XVni,  leor. 
(s)  §  XII,  teor.  3. 
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onde  per  cgruaprlianza 

Mì\(ih^  nC.hc 

Oli  i  polif^oni  avendo  i  lati  proporzionali  o  gli  an- 
goli eguali,  sono  simili, 

b)  Si  tirino  lo  li  II,  Uh.  1  Iriangoli  ti  li  11, 
Sbh  sono  simili  corno  rettangoli  in  //,  h,  ed 
aventi  l'angolo  in  S  comune;  per  cui 

Sfi.Sb^Sll.Sh; 
ma  si  ha  pure 

Sii:  SO  =:  A  li:  ab 
onde 

Ali:ah  =  Sll:Sh 

ed   i   lati  omologhi  dei  poligoni  stanno  (Va  loro 
come  le  altezze  SII  ed  ah. 

TroHKMA  2.  Se  in  (hic  piramidi  S  A  J!  C,  S  A'  li' C 
aventi  eguali  basi  A  U  C,  A'  li'  C  ed  e','uali  altezze 
SII=^SII'  si  fanno  sezioni  a  b  e,  a' h' e  a  distanze 
eguali  t!ai  vci  tici,  Sft  —  S'h',  le  sezioni  sono  pure  eguali. 

S' 


iig.  m. 


La  dimostrazione  che  diamo  qui  pel  caso   di 
piramidi  triangolari,  si  applica  senza  differenza  a 


Il  piano  e  la  lìnea  rella. 


12o 


piramidi  qualunque.  Per  il  teorema  precedente 
ab  e  ed  ABC  sono  simili,  e  così  pure  a' b' e'  ed 
A'B'G:  ma  essendo  A  B  C  qù.  A' B' G  e^2:uali,  i 
triangoli  ab  e,  a' b' e'  sono  fra  loro  simili.  Se  ora 
dimostriamo  che  i  lati  omologhi  ab,  a' b'  sono 
eguali,  sarà  dimostrata  l'eguaglianza  di  ab  e, 
a'  b'  e'.  Ora  si  ha  pel  teorema  precedente 

ab:AB^Sh:SIl 

a'b':A'B'  =  S'  h':S'  H', 

ma  si  ha  per  ipotesi  Sh  =  S'h',  ed  SH=S'Il', 
onde 

ab\AB  =  a'  V  :  A'  B'  ; 

ma  si  ha  pure  per  ipotesi  A5  =  A'//,  dunque 


e.  d.  d. 
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Teorema  3.  Un  prisma  triangolare  ABCDEF  sì  può 
scomporre  in  tre  piramidi  aveuti  due  a  due  eguale  ba.-5c 
ed  eguale  altezza. 


Fig.  103. 

Per  i  vertici  B,  D,  F  del  prisma  conduco  il 
piano,  che  divide  il  prisma  nelle  due  piramidi 
BBEF,  BACFD,  la  prima  triangolare,  la  se- 
conda quadrangolare;  la  prima  evidentemente  ha 
per  base  la  base  DEF  del  prisma  e  per  altezza 
pure  l'altezza  del  prisma.  Conducendo  poi  il  piano 


liCì  Geometria  solida. 

per  i  punti  C  li  D,  la  piramiil»?  quntlrnnprolare  si 
scindo  nello  duo  triunfrolari  IICDF,  HaCI). 

Huosl' ulliina  avendo  hi  stessa  baso  A  C li  del 
prisma  o  lu  stossa  altezza,  ha  pure  la  stessa  base 
0  la  stessa  altezza  della  piramide  gìh  considerata 
lìDKF;  ma  le  duo  piramidi  ItCDV,  li  A  C  J) 
hanno  pure  perwUezza  comune  la  distanza  del 
punto  li  dal  piano  ADCF  o  le  basi  uf^uali  A  CD, 
CI)  F,  onde  risulta  dimostralo  che  il  pri^^ma  •• 
scomposto  in  tre  piramidi  aventi  a  duo  a  duo 
eguale  base  ed  uguale  altezza.  (') 

Defisizionk  4.  Tagliando  un  angolo  poliedro  con  due 
piatii  paralleli  (ovvero  una  piramide  con  an  piano  pagl- 
iolo alla  base),  i!  solido  poUdlro  compreso  fra  le  due  se- 
zioni si  dice  tronco  di  piramide  a  basi  parallele. 

Il  tronco  di  piramide  è  Irianjfolarc,  quadrangolare,.  . 
secondo  che  ha  origine  da  un  angolo  triedro,  teiracdro... 

Nel  tronco  di  piramide  le  due  basi  sono  poligoni  si- 
mili. (») 

5.  L'altezza  del  tronco  di  piramide  ò  la  perpcndi- 
larc  abbassala  da  un  punto  di  una  base  sulla  base  o\- 
posta. 

Teorema  4.  Vn  tronco  di  piramide  triangolare  ABC 
li  KF  a  basi  parallele  si  può  scomporre  in  tre  piramitii 
aventi  la  prima,  la  base  inferiore  e  l'altezza  del  tronco; 
la  seconda,  la  base  supcriore  e  l'altezza  del  tronco;  l:i 
terza  ha  per  altezza  l'altezza  del  tronco  e  per  base  una 
media  proporzionale  fra  le  due  basi. 

Per  i  tre  punti  AEC  si  faccia  passare  il  piano, 
e  si  faccia  pur  passare  il  piano  per  i  tre  punii 
AEF.  Il  tronco  di  piramide  viene  scomposto  co-1 

0)  Le  proposizioni  che  precedono  Iroreranno  il  loro  complemento 
e  la  loro  applicazione  nel  Uanualt  di  Geometria  Metrica. 
(»)  Teor.  1. 


//  piano  e  la  linea  fella. 


12? 


nelle  tre  piramidi  E  ABC,  ADEF,  EAFC.  La 
prima  di  queste  ha  per  altezza  l'altezza  del  tronco, 
e  per  base  la  base  inferiore  A  fì  C,  e  la  seconda 
ha  per  altezza  la  distanza  dal  punto  A  al  piano 
DEE,  cioè  l'altezza  del  tronco,  e   per  base   la 
base  superiore  del  (ronco  DEE, 
Se  dal  punto  E  tiriamo  la  pa- 
rallela EG  al  piano  DAFC,  e 
conduciamo  il  piano  E  G  C,  la 
piramide  EAFC  ha  la  mede- 
sima altezza  della  GAFC,  per 
essere  ìsl  EG  parallela  al  piano 
DAFC{^)  e  la  medesima  base 
AFC.  Ma  quest'ultima  pirami- 
de si  può  considerare  come  a- 
veute  per  base  il  triangolo  AGC,  q  per  altezza 
l'altezza  del  tronco;    ora  dico   che   il    triangolo 
AGC  è  media  proporzionale  fra  ABC,  DEE. 

Si  ha  infatti,  tirando  la  parallela  GB  r  B  C, 
che  i  triangoli  A  G  H,  BEF  sono  eguali  (')  come 
aventi  ^  ^ 

AG  =  DE,    G^H  =  EB^F,    HGA  =  FEÌ); 

ora  (") 

AGHìAGC=^AB:AC, 
AGC:ABC=AG:AB', 
ma  per  essere  Gif  parallela  r  B C, 
AH:AC==AG:GB;{') 

(1)  §  XVll,  teor.  4,  caroU. 
n  §  II,  teor.  2. 
(3)  §  XII,  teor  1. 
(*)  Ibid,  teor.  2. 
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AC  H:A(;C-AGC:Ain:, 
,1   il   trinnfrolo   A  C  C  ò  modift   i.ropoi-zionulc  (') 
•;i  AC  II  <•<!     1/'^'.   ^'1^5^'  ^"'"^  ^^^^'    ^^^    AJiC; 


e 
lì 
r.   .1.   i 


t    ^;  XI,  .lf(.  l. 


SEZIONE  IL 
IL  CILINDEO,  IL  €0X0  E  LA  SFERA 


§  XXIII.  -  Il  Cilindro  ed  II  Cono. 

Definizione.  1.  Chiamasi  striscia  la  porzione  dì  piano 
limitato  fra  due  rette  parallele;  le  due  parallele  diconsi 
lati  della  striscia. 

2.  Se  una  striscia  ABC B  si  fa  ruotare  tenendo  fisso 
uno  dei  suoi  lati  AB  che  si  dirà  asse  di  rotazione,  V  al- 
tro lato  descriverà  una  superficie  che  si  chiama  sujjer- 
fifiie  cilindrica  (di  rotazione).  Il  lato  mobile  si  dice  ge- 
neratrice della  superficie. 


A i^4 -m -^ 

e       M  M'  D 

Fig.   107. 

3.  Tagliando  una  superficie  cilindrica  con  due  piani 
perpendicolari  ai  lati  della  striscia,  il  solido  compreso 
fra  la  superficie  e  le  due  sezioni  dicesi  cilindro  (retto 
di  rotazione).   Le  due  sezioni  sono  le  basi  del  cilindro. 

4.  Se  un  angolo  acuto  BAC  si  fa  ruotare  intorno  ad 
un  suo  lato  fisso  AB  che  si  dirà  asse  di  rotazione,  1'  al- 

PlNCBERLE.  9 
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Irò  lato  descriverà  una  superficie  detta  superficie  conica, 
(di  rotazione).  Il  vertice  dell'angolo  dicesi  vertice,  ed 
il  lalo  mobile  generatrice  della  superficie  conica. 


Vvt.  m. 

5.  Se  si  tnglia  una  tale  superficie  conica  con  un 
piano  perpendicolare  all'asse  di  rotazione,  il  solido  com- 
preso fra  la  su  ;ierlìcie  stessa  ed  il  vertice  e  la  sezione  chia- 
mansi  cono  (re'lo  di  rotazione)  e  la  sezione  è  la  base 
dei  cono. 

6.  Se  si  taglia  una  superficie  conica  con  due  piani 
perpendicolari  all'asse  di  rotazione  e  si  considera  il  so- 
lido racchiuso  dalle  duo  sezioni  e  dalla  porzione  di  super- 
ficie compresa  fra  esse,  a  questo  si  dà  il  nome  di  tronco  di 
cono;  si  può  anche  ottenere  questo  solido  tagliando  un 
cono  con  un  piano  parallelo  ali  i  base  e  toglienilo  il  nuovo 
cono  compreso  fra  il  vertice  e  la  sezione. 

Teohem.v  1.  Ouando  un  punto  3/ ruota  intorno  ad  una 
linea  retta  AB  (asse  di  rotazione)  cui  si  suppone  le- 
gato in  modo  invariabile,  questo  punto  descrive  una  cir- 
conferenza avente  il  centro  sull'asse  e  posta  in  un  piano 
perpendicolare  ali*  asse  (tìg.  107  e  108}. 

Si  altbassi  infatli  la  perpendicolare  MO  dal 
punto  M  all'asse  di  rotazione  AH.  Nella  rotazione 
di  0  M,  la  distanza  del  punto  J/ dall'asse  rimane 
invariabile  per  il  concetto  slesso  di  rotazione,  il 
punto  0  rimane  fisso,  e  l'angolo  MOA  si  conserva 
retto;  adunque  la  MO  si  mantiene  (')  noi  piano 

0)  §  XVII,  tcor.  ì. 
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condotto  nel  punto  0  perpendicolare  ad  AB,  ed 
il  punto  M  descrive  in  questo  piano  una  circon- 
ferenza di  centro  0,  e,  d.  d. 

Teorema  2.  La  sezione  fatta  in  una  superfìcie  cilin- 
drica 0  conica  da  un  piano  perpendicolare  all'  asse  di 
rotazione  é  una  circonferenza  avente  il  centro  sull'asse. 

Se  infatti  si  considera  un  punto  M  posto  sul 
lato  mobile  della  striscia  o  dell'angolo,  questo 
descrive  nella  rotazione  una  circonferenza  di  cen- 
tro 0  posta  nel  piano  condotto  nel  punto  0  per- 
pendicolarmente ad  ^^;  ora  questa  circonferenza 
è  appunto  la  comune  intersezione  della  superfi- 
cie col  piano  condotto  perpendicolarmente  al- 
l'asse nel  punto  0,  dunque  tutti  i  piani  perpen- 
dicolari all'  asse  tag-liano  la  supertìcie  secondo 
circonferenze. 

Corollario  1.  La  base  di  un  cono  o  di  un 
cilindro  è  un  cerchio.  Le  basi  del  cilindro  sono 
eguali,  essendo  ej^uali  le  distanze  di  due  punti 
il/,  M'  della  retta  mobile  C  0  alla  retta  fissa  pa- 
rallela A  B. 

Definizione  7.  Si  chiama  altezza  del  cilindro  la 
perpendicolare  abbassata  da  un  punto  di  una  base  sulla 
base  opposta,  ('j 

La  stessa  definizione  vale  pel  tronco  di  cono. 

8.  Si  chiama  altezza  del  cono  la  perpendicolare  ab- 
bassata dal  vertice  sulla  base. 

Tanto  nel  cilindro  che  nel  tronco  di  cono  si 
può  prendere  per  altezza  la  porzione  dell'asse  di 
rotazione   compreso   fra  le   duo    basi.    Nel    cono 


\})  §  XVIII,  leor.  0,  cnroU.  4. 
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l'altezza  ù  la  porzione  di  asse  di  relazione  com- 
preso fra  il  vertice  e  la  base. 

Dalle  cose  dette  ò  ovvio  dedurre  che  il  cilin- 
dro si  può  ritenero  generato  da  un  rettangolo 
che  ruota  intorno  ad  un  suo  lato  tenuto  llsso. 
11  lato  opposto  al  lato  fisso  genera  la  superficie 
cilindrica;  il  lato  fisso  e  l'allezza,  gli  altri  duo 
lati  generano  i  due  cerchi  di  base.  E  siiiiilmcnto 
il  cono  si  può  ritenere  generato  da  un  triangolo 
rettangolo  che  ruota  intorno  ad  un  cateto  tenuto 
fisso.  Il  cateto  fisso  è  l'altezza,  l'altro  cateto  de- 
scrive il  cerchio  di  base,  e  l'ipotenusa  (detta 
perciò  geìipratrice)  genera  la  superfìcie  conica. 
Finaloienle  il  tronco  di  cono  si  può  ritenere  ge- 
nerato da  un  trapezio  rettangolo  che  ruota  in- 
torno al  lato  adiacente  agli  angoli  retti,  ed  il  lato 
opposto  è  la  generatrice. 


§  XXIV.  Prime  proprietà  della  Sfera. 

Definizioni!  1.  La  superficie  sferica  ò  una  superficie 
chiusa  nel  cui  interno  esiste  un  punto  detto  centro  equi- 
distante da  tutti  i  punti  della  superficie. 

Una  tal  superficie  si  può  realizzare  facendo 
ruotare  una  semi  circonferenza  intorno  ad  un 
suo  diametro  preso  per  asse  fìsso. 

Definizione  2,  Le  rette  eguali  che  vanno  dal  centro 
alla  superficie  sferica  diconsi  rayrji. 

3.  Una  retta  che  passa  per  il  centro  giungendo  due 
punti  della  superficie  sferica  diccsi  diametro.  Il  diame- 
tro è  doppio  del  raggio. 
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4.  Il  solido  racchiuso  dalla  superficie  sferica  dicesi 
sjera. 

Per  brevità  si  usa  talvolta  sfera  in  luogo   di 
superfìcie  sferica. 

Teorema  1.  Una  linea  retta   non   può  incontrare  la 
superfìcie  sferica  in  più  di  due  punti. 

Vale  la  dimostrazioue   data  per   il    teorema  1 
del  §  Vii. 

Teorema  2.  La  comune  intersezione  di  una  sfera  e 
di  un  piano  è  una  circonferenza. 

a)  Sia  la  sfera  di  centro  C,  e  si  tagli  con 
un  piano  passante  per  il  centro.  La  sezione  è  una 
curva  piana  chiusa,  e  tutti  i  suoi  punti  appar- 
tengono alla  superficie  sferica  e  quindi  distano 
egualmente  dal  punto  0.  Dunque  la  comune  in- 
tersezione è  una  circonferenza  di  centro  0  e  di 
raggio  eguale  al  raggio  della  sfera. 

h)  Il  piano  che  sega  la  sfera  non  passi 
per  il  centro.  La  sezione  è 
una  curva  piana  chiusa,  e 
se  si  abbassa  da  0  la  per- 
pendicolare 0  C  dX  piano 
segante,  dico  che  il  punto 
C  sarà  egualmente  distante 
da  tutti  i  punti  della  se- 
zione, la  quale  sarà  per- 
ciò (^)  una  circonferenza. 
Siano  A,  B,  punti  della  se- 
zione; unendo  C  A,  CB  le 
oblique   C A,  CB  sono  eguali  come  raggi  della 


(>)  iDlroduz.  del'.  14, 
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sfera,  dunque  (*)  esse  disiano  egualmente  dal  pie- 
de C  della  perpendicolare,  cioè  AC  =  BC,  e.  d.  d. 
CoROLLAHio  1.  Essendo  OB  ipotcnusa  e  CB 
cateto,  seguo  che  li  C  ò  minoro  di  Oli;  cioè  i 
cerchi  ottenuti  segando  una  sfera  con  un  piano 
che  non  passa  per  il  contro  hanno  raggio  minore 
del  raggio  della  sfera.  Per  questa  ragione  i  cer- 
chi passanti  por  il  contro  dolla  sfera  diconsi  cer- 
chi md.ssinii,  e  gli  altri  cerchi  minori. 

Corollario    2.  Tutti  i   cerchi  imassimi   sono 
eguali. 

3.  Per  ogni  cerchio  minore  esisto  una  retta 
soddisfacente  alle  tre  condizioni: 

1.'  di  passare  por  il  contro  della  sfera; 
2.'  di  passare  per  il  centro  del  cerchio  ; 
3.'  di  essere    perpendicolare   al  piano   del 
cerchio. 

Due  di  queste  condizioni  determinano  una  retta 
che  soddisferà  di  necessità  anche  alla  terza. 

Definizione  5.  La  retta  che  passa  per  il  centro  ed 
è  perpenilicolare  ni  piano  di  un  cerchio  minore  taglia  la 
fiuperli>ie  sferica  in  due  punti  detti  poli  del  cerchio 
minore. 

Teorema  3.  Tutti  i  punti  di  una  circonferenza  di 
cerchio  minore  sono  equidistanti  del  polo  (figura  prece- 
dente). 

Se  infatti  si  prolunga  la.  OC  Ano  ad  incontrare 
la  superficie  sferica  in  P,  e  si  unisce  P  A,  PB, 
queste  sono  oblique  al  piano  CAB  le  quali  di- 
stano egualmente  dal  piede  della  perpendico- 
lare (^)  e  perciò  sono  uguali. 


0)  §  XVII,  teor.  5. 
(«)  §  XVII,  Icor.  5. 
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Su  questa  proposizione  si  fonda  un  metodO' 
pratico  per  tracciare  circonferenze  sopra  una 
sfera  solida. 

Teorema  4.  Due  cerchi  minori  egualmente  distanti 
nel  centro  sono  eguali  e  reciprocamente  ;  e  di  due  cerchi 
non  egualmente  distanti,  il  più  vicino  al  centro  è  mag- 
giore. 

Se  infatti  per  il  centro  della  sfera  ed  i  centri 
di  due  cerchi  faccio  passare  un  piano,  questo  ta- 
glierà la  sfera  secondo  un  cerchio  massimo,  ed 
i  due  cerchi  minori  secondo  due  diametri  clia 
saranno  corde  del  cerchio  massimo.  Ora  l'enun- 
ciato sarà  dimostrato  quando  si  osservi  che  cer- 
chi eguali  hanno  diametri  eguali  ed  al  cerchio 
maggiore  corrisponde  il  diametro  maggiore,  e 
quando  si  ricordi  che  in  un  cerchio  le  cord© 
uguali  sono  uguali  egualmente  distanti  dal  cen- 
tro e  di  due  corde  non  egualmente  distanti  la 
più  vicina  al  centro  è  maggiore. 


§  XXV.  —  Sistemi  di  due  Sfere. 

Teorema  1.  Due  superficie  sferiche  concentriche  non 
hanno  alcun  punto  comune,  o  coincidono. 

Ciò  risulta  immediatamente  dalla  definizione  1. 

Teorema  2.  Due  sfere  non  posso)io  avere  due  punti 
a  comune  sulla  retta  che  ne  congiungc  i  centri. 

Vale  la  dimostrazione  data  pel  teorema  3  del 
§  Vili. 

Teorema.  3.  Se  due  sfere  di  centri  0  ed  0'  hanno 


U^y 
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a  comuue  uu  punto  A  fuori  della  linea  dei  centri,  esse 
avi'anuo  a  connine  tutta  una  circonferenza  posta  in  un 
piano  condotto  per  A  perpendicolare  alla  0  0'. 

Dal  punto  A  si  conduca  il  piano  perpendico- 
lare alla  0  0',  che  seghi  la  0  0'  in  P,  ed  in  que- 
sto piano  ?i  descriva  la  circonferenza  di  centro 
P   e    di  raggio  P  A.   Dico  che   qualunque  altro 


Fig.  110. 

punto  C  di  questa  circonferenza  apparterrà  al- 
1  una  ed  all'ultra  sfera;  condotto  infatti  le  OC, 
O'C,  PC,  le  oblique  OA,  OC  al  piano  APB  sono 
egualmente  distanti  dal  piode  P  della  perpendi- 
colare e  perciò  eguali,  dunque  il  punto  C  appar- 
tiene alla  sfera  0\  per  la  stessa  ragione  le  obli- 
que 0'  A,  0' C  sono  eguali,  ed  il  punto  C  appar- 
tiene pure  alla  sfera  di  centro  0'  ;  così  tutti  i 
punti  delle  due  circonferenze  sono  comuni  alle 
due  superficie  sferiche. 

Aggiungasi  che  nessun  punto  fuori  di  questa 
circonferenza  può  essere  comune  alle  due  sfere. 
Sia  C  un  punto  comune;  sarà  C0  =  A0  come 
raggi,  parimente  CO'  =  A0\  ed  i  triangoli  A  00', 
COO'  avendo  i  tre  lati  eguali,  daranno 


AOO'  =  COO' 
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I  triang-oli  AOP,  COP  saranno  pertanto  eguali 
come  aventi 

AOP=COP,  CO=^AO, 
0  P  coaiune,  onde  sarà 

APÓ  =  CPd 
ed 

AP=CP; 

ma  essendo  A  PO  retto  anche  CPO  sarà  retto 
e  (')  la  CP  sarà  nel  piano  A  B  P,  e  per  essere 
A  P  =  C  P,  il  punto  C  sarà  sulla  circonferenza 
PA,  e.  d.  d. 

Corollario.  Come  nel  caso  di  due  cerchi,  di- 
cendo R  ed  lì'  i  rag-g'i  di  due  cerchi  e  ^  la  di- 
stanza dei  centri  di  due  sfere,  si  possono  enun- 
ciare le  seguenti  proposizioni: 

Due  sfero  possono  avere  cinque  posizioni  re- 
lative : 

1.*  Sono  esterne:  d>R  +  li'; 

2.*  Si  toccano  esternamente  in  un  punto: 
d  =  R^-R'\ 

3."  Si  segano  secondo  una  circonferenza: 

d<R  +  R,        d>R-R'\ 

4."  Si  toccano  internamente  in  un  punto: 
d  =  R-R'\ 

ri."  Sono  interne:  d <.  R  —  R'  (concentriche 
so  d—  o) 

(»)  j  XVIl,  luor.  ì. 
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§  XXVI.  —  Piano  tangente  alla  Sfera.    ^-^^-^-^ 

Definizione  1.  Dicpsi  piano  tangente  alla  superficie 
sferica  quel  piano  che  ha  colla  supcrticie  medesima  un 
solo  punto  a  comune. 

2.  Diccsi  rolla  tnnyente  alla  supcrlicie  sferica  quella 
.  rella  che  ha  colla  superficie  un  sol  punto  a  comune.^/ 
>.      Tf.okf.ma  l.  Il  piano,   o  la  retta,   perpendicolari  al- 
l'estremità  di  un  raggio  della   sfera   sono  tangenti  alla 
medesima. 

Sia  intatti  un  piano  M  perpendicolare  alla  sfera 
nell'estremità  del  raggio  0  A\  questo  non  potrà 


A 

Fife'.  111. 

avere  a  comune  eolla  sfera  alcun  altro  punto  7?, 
per  essere  l'obbliqua  OB  maggiore  del  raggio 
0  A  perpendicolare  al  piano.  La  stessa  dimostra- 
zione vale  per  la  retta. 

Teore.ma  2.  Il  piano  tangente  alla  sfera  è  perpendi- 
colare al  raggio  condotto  al  punto  di  contatto. 


Il  cilindro,  U  cono  e  la  sfera.  139 

Sia  infatti  uà  piano  M  tangente  alla  sfera  nel 
punto  A,  e  si  conduca  0  A\  qualunque  altro 
punto  B  del  piano  M  congiunto  con  0,  darà 
OB^OA  per  essere  B  fuori  della  sfera,  e  quindi 
nessuna  retta  condotta  per  0  all' infuori  ài  0  A 
potrà  essere  perpendicolare  al  piano  M. 

Un  teorema  analogo  vale-  per  la  retta. 

Corollario.  Qualunque  retta  condotta  nel 
piano  tangente  per  il  punto  di  contatto  è  tan- 
gente alla  sfera  e  qualunque  retta  tangente  alla 
sfera  è  contenuta  nel  piano  tangente  avente  lo 
stesso  punto  di  contatto. 

Teorkm.\  3.  Se  da  un  punto  S  si  conducono  ad  una 
sfera  0  varie  retle  tangenti  0  H,  0  K,  0  L,  queste  li- 
mitate ai  loro  punti  di  contatto  sono  eguali,  e  sono  le 
generatrici  di  una  superficie  conica  di  rotazione  avente 
il  vertice  in  S  ((ìg.   111). 

Si  congiunga  il  centro  0  della  sfera  coi  punti 
di  contatto  //,  K,  L  delle  varie  rette:  i  triangoli 
SUO,  S K 0,  SLO  sono  eguali  come  rettangoli 
in  li,  K,  L  aventi  SO  comune  ed  i  cateti  HO, 
KO,  LO  eguali;  no  risulta  intanto 


di  più 


SH=SK=SL; 


OSIÌ=OSK=OSL, 


cioè  le  rette  SII,  S K,   S L  ci  rappresentano  le 
varie    posizioni    del   lato    mobile    di   un    angolo 

OSK  che  si  fa  ruotare  intorno  al  lato  fìsso  SO,  (') 

0)  S  XXIII,  def.  V. 
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cioè  sono  f^enoratrici  di  una  superflcio  conica  di 
rotazione  avcnto  per  verlico  .S  o  |M«r  asso  S  0. 

E  fatile  accertarsi  cho  i   punti    //,  A',  L  sono 
sopra    una   circontcrcnza  avente   il   centro  sulla 

SO  .'  '•   •  ;.ii; 

quella  circonferenza. 
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